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内 容 提 要 


灰色 系统 理论 的 数学 基础 研究 是 随 着 灰色 系统 理论 的 发 展 而 产生 发 展 起 来 的 一 
门 细 新 的 数学 研究 领域 。 目 前 人 们 正在 从 多 个 角度 进行 探索 。 本 书 即 是 这 种 研究 成 果 
的 一 个 重要 方面 。 本 书 作 者 王 清 印 教授 等 创造 性 地 提出 了 灰 集 合 的 概念 ,并 以 此 作为 
灰色 数学 的 理论 基石 来 建立 灰色 数学 体系 。 本 书 在 灰 集合 概念 的 基础 上 ,进一步 建立 
了 泛 灰 集合 与 常规 集合 的 概念 ,论述 了 区 间 型 灰 数学 基础 、 泛 灰 代数 基础 及 泛 灰 数学 
分 析 基 础 ,是 作者 研究 成 果 的 最 新 概括 和 总 结 。 & 

本 书 可 供 数学 工作 者 ,灰色 系统 理论 研究 和 应 用 工作 者 阅读 ,也 可 供 大 专 院 校本 
科 生 研究 生 作为 灰色 数学 的 教材 或 教学 参考 书 。 
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灰色 系统 理论 是 我 国 邓 聚 龙 教授 首创 的 一 门 新 兴 发 展 学 科 。 
由 于 灰色 系统 理论 研究 的 对 象 是 部 分 信息 已 知 ,部 分 信息 未 知 或 
非 确 知 的 系统 ,作为 灰色 系统 理论 基础 之 一 的 灰色 数学 的 研究 和 
发 展 ,就 显得 十 分 重要 和 有 意义 。 

本 书 作 者 王 清 印 教授 等 自 1985 年 以 来 ,一 直 在 灰色 数学 领域 
辛勤 耕耘 , 继 ( 灰 色 系 统 理论 的 数学 方法 及 其 应 用 》 出 版 之 后 ,又 一 
部 关于 灰色 数学 的 专著 《灰色 数学 基础 ) 问 世 了 。 与 过 去 做 的 工作 
相 比 较 , 该 书 有 一 个 最 突出 的 特点 , 即 建 立 了 泛 灰 集合 以 及 一 套 与 
现行 灰 区 间 数 学 相对 应 、 且 适应 性 更 强 的 灰 数 学 体系 。 它 能 在 更 广 
泛 的 意义 上 定义 和 展开 灰 集合 及 灰 数 学 的 运算 、 合 成 与 映射 ,使 灰 
量 的 描述 建立 在 较 完备 的 数学 基础 之 上 。 该 书 从 引入 具有 区 间 特 
征 的 双 隶 属 度 灰 函数 出 发 ,对 这 一 套 灰 色 数 学 体系 做 了 开拓 和 创 
造 性 的 工作 ,使 灰色 系统 基础 研究 迈 出 了 可 喜 的 一 步 。 

当然 ,灰色 系统 理论 还 比较 “年 轻 ”, 灰 色 系 统 理论 基础 ,包括 
灰 腊 脆 集 、 灰 信息 论 、 灰 色 数 学 等 正 处 在 发 展 之 中 。 因 此 , 书 中 难免 
也 有 些 不 足 之 处 。 但 作为 百家争鸣 中 的 一 家 ,能 提出 有 独到 见解 的 
新 概念 ,新 思想 是 十 分 可 贵 的 。 希 望 该 书 问世 能 引起 更 多 专家 学 者 
们 对 灰色 系统 理论 数学 基础 研究 的 重视 ,以 期 进一步 完善 这 个 新 
学 科 的 理论 体系 ,为 促进 我 国 科学 技术 现代 化 作出 更 大 的 贡献 ! 


武汉 水 利 电力 大 学 教授 .博士 生 导 师 夏 军 
武汉 灰色 系统 研究 会 常务 理事 
1994 年 4 月 28 日 
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邓 聚 龙 教授 创立 的 灰色 系统 理论 自 1982 年 问世 以 来 ,在 国内 
外 引起 了 很 大 反响 。 许 多 著名 学 者 ,如 钱学森 . 朱 健 . 威 格 尔 、 洛 克 
特 、 乌 耶 莫 夫 等 教授 都 曾 给 予 过 充分 肯定 和 支持 。 据 不 完全 统计 ， 
灰色 系统 理论 已 被 应 用 到 国内 外 150 多 个 行业 和 部 门 中 ,并 取得 
了 可 喜 成 果 , 已 出 版 了 40 多 部 灰色 系统 理论 方面 的 专著 ,发 表 了 
大 量 学 术 价值 很 高 的 论文 ,其 中 在 国际 英文 杂志 上 发 表 的 论文 已 
有 半数 以 上 被 国际 四 大 检索 杂志 所 摘 引 。 这 充分 表明 ,灰色 系统 理 
论 观点 新 颖 ,前 途 广阔 。 

为 了 促进 灰色 系统 理论 发 展 ,河北 煤炭 建 工学 院 灰 色 数 学 研 
究 室 先后 出 版 了 《灰色 系统 理论 的 数学 方法 及 其 应 用 》 和 《灰色 数 
学 引 论 } 两 部 专著 。 最 近 几 年 来 ,又 相继 取得 了 很 多 后 续 研 究 成 果 。 
1990 年 8 月 ,笔者 在 成 都 出 席 全 国 第 五 届 模糊 数学 学 术 会 议 期 
间 , 在 研究 点 模糊 度 与 点 模糊 数 的 基础 上 建立 了 泛 灰 集 与 泛 灰 数 
概念 ,定义 了 相应 的 运算 法 则 。 它 们 相继 在 笔者 主持 研究 的 两 个 煤 
火 科学 基金 课题 (“水 文 地 质 参 数 的 灰 性 分 析 及 矿井 涌水 量 预测 的 
灰色 数学 模型 "与 “煤矿 经 营 管理 最 佳 方案 选择 的 灰色 数学 模型 ”) 
中 发 挥 了 良好 作用 ,并 在 建立 灰色 数学 体系 及 灰色 数学 模型 方面 
展示 了 它 的 优越 性 ,为 了 进一步 推动 灰色 系统 理论 的 发 展 ,促进 科 
技 向 生产 力 转 化 ,笔者 愿 将 这 方面 的 成 果 介绍 给 广大 读者 。 

这 部 小 书 是 一 个 集体 成 果 ,除了 扎 著 小 组 的 共同 努力 之 外 , 自 
始 至 终 都 是 在 各 方 领导 和 同仁 的 支持 下 进行 的 .其 中 ,华中 理工 大 
学 的 邓 豪 龙 教授 、 陈 绵 云 教授 ,武汉 水 利 电力 大 学 的 夏 备 教 授 是 我 
们 的 学 术 顾问 ;河北 煤炭 建 工学 院 的 各 级 领导 和 同仁 是 我 们 的 坚 
实 后 盾 . 此 外 ,北京 师 大 原 校长 .科学 院 院士 王 梓 坤 教授 ,西南 交通 
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大 学 徐 杨 教 授 , 中 国 煤 炭 科 学 基金 委员 会 秘书 长 王 可 赛 教授 ,邯郸 
矿 务 局 徐 启 录 总 工程 师 等 都 从 各 个 不 同 角 度 给 予 过 大 力 支 持 和 协 
助 .在 此 ,我 代表 本 书 撰 著 小 组 的 全 体 同 志向 所 有 支持 者 表示 衷心 
的 感谢 ! 

鉴于 我 们 的 学 术 水 平 所 限 和 时 间 的 仓促 , 书 中 可 能 有 许多 不 
当 之 处 ,希望 广大 同仁 及 时 给 予 批评 指正 ,以 便 促进 灰色 数学 的 进 
一 步 发 展 。 


王 清 印 
1992 年 12 月 25 日 
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第 一 章 ”灰色 数学 产生 的 背景 及 渊源 


$1.1 灰色 数学 产生 的 背景 


邓 聚 龙 教授 在 对 王 清 印 等 撰写 的 (灰色 系统 的 基本 元 素 一 一 
灰 数 ?一文 的 推荐 书 中 曾经 写 道 ;灰色 系统 的 量化 需要 有 量化 的 
根据 .量化 的 关系 .量化 的 基础 ?灰色 数学 是 适应 灰色 系统 理论 的 
需要 而 产生 的 。 

1985 年 , 王 清 印 教授 与 他 的 伙伴 们 在 一 起 学 习 灰 色 系 统 理论 
及 研究 “邯郸 市 工业 预测 与 机 械 工 业经 济 态势 分 析 ” 的 过 程 中 , 深 
感 经 典 数学 难以 适应 灰色 系统 建 模 的 需要 。 作 为 在 本 质 上 不 同 于 
经 典 系统 ( 即 白色 系统 ) 理 论 的 灰色 系统 理论 ,必须 有 其 相应 的 数 
学 基础 一 -灰色 数学 , 正 像 模糊 系统 (Fuzzy System) 必 须 有 模糊 
数学 (Fuzzy Mathematics) 作 为 相应 的 数学 基础 一 样 。 

邓 聚 龙 教授 说 :“ 某 个 只 知道 大 概 范围 而 不 知道 其 确切 值 的 
数 , 称 为 灰 数 。"@ 可 见 , 描 述 灰色 量 的 数 一 “ 灰 数 ” 不 是 普通 的 
数 ,也 不 是 模糊 数 (Fuzzy Number) ,而 是 只 知 其 范围 而 不 知 其 真 
值 的 数 集 ,根据 这 一 思想 , 王 清 印 、 吴 和 雁 、 刘 开 第 三 位 教授 在 分 析 
模糊 集合 (Fuzzy Set) 表 示 方 法 的 基础 上 共同 给 出 了 灰 集 合 (Grey 
Set) 与 灰 数 (Grey Number) 的 描 象 概念 ,并 于 1988 年 、1990 年 分 
别 在 河北 煤炭 建 工学 院 学 报 与 华中 理工 大 学 学 报 上 发 表 了 《 灰 数 
的 抽象 定义 ) 与 (灰色 系统 的 基本 元 素 一 一 灰 数 ) 两 篇 文章 . 王 光 远 
教授 和 邓 聚 龙 教 授 分 别 对 这 两 篇 文章 给 予 了 高 度 评价 。1987 年 ， 


四” 邓 聚 龙 著 . 灰色 系统 基本 方法 . 武汉 :华中 理工 大 学 出 版 社 ,1987. 64 


王 光 远 教授 在 河北 煤炭 建 工学 院 校庆 学 术 报 告 中 说 :“《 灰 数 的 抽 
象 定义 ) 一 文 写 得 很 好 ,要 项 住 风浪 ,坚持 下 去 。” 邓 聚 龙 教授 在 推 
荐 书 中 写 道 :“ 一 个 灰 集合 被 作者 巧妙 地 定义 了 ,一 个 Fuzzy 集 与 
一 个 普通 集 就 自然 成 了 灰 集 的 特例 。 这 表明 作者 在 研究 灰 集 合 中 ， 
在 灰色 系统 内 涵 方面 下 了 功夫 。 一 个 灰 集 的 一 些 性 质 展示 清晰 , 灰 
代数 的 关系 表述 确切 ,表明 了 工作 的 力度 .这 对 灰色 系统 理论 基础 
的 更 定 ,特别 是 对 灰色 数学 的 形成 ,具有 明显 的 价值 .在 此 基础 
上 ,在 河北 煤炭 建 工学 院 灰 色 数学 研究 室 全 体 同 志和 全 国 众多 同 
仁 的 共同 努力 之 下 ,先后 解决 了 灰 代 数 、 灰 极限 、 灰 概率 及 灰 拓 扑 
的 基础 问题 ,并 于 1990 年 先后 出 版 了 关于 灰色 数学 的 两 部 雏形 专 
著 (灰色 系统 理论 的 数学 方法 及 其 应 用 }) 与 (灰色 数学 引 论 )。 

由 于 原 定义 的 灰 数 表 达 形 式 受到 区 间 的 限制 ,使 得 灰 数 运算 
很 不 方便 。 考 虑 到 灰色 性 质 更 主要 的 是 表现 在 观测 值 的 可 信 程 度 
方面 , 王 清 印 教授 在 研究 点 模糊 数 与 点 模糊 度 的 过 程 中 ,于 1990 
年 给 出 了 常规 型 灰 数 与 泛 灰 数 概念 (而 把 前 面 定 义 的 灰 数 称 为 区 
间 型 灰 数 ) ,定义 了 相应 的 代数 运算 法 则 。 随 后 又 在 众多 同仁 的 共 
同 努 力 之 下 ,相继 讨论 了 相应 的 代数 运算 性 质 及 数学 分 析 初 步 ,并 
在 部 分 应 用 课题 中 展示 了 它们 的 优越 性 。 

到 目前 为 止 ,可 以 说 已 初步 形成 一 套 灰 色 数 学 体系 ,本 书 将 在 
讨论 灰 集合 理论 的 基础 上 向 读者 介绍 这 套 灰色 数学 的 基本 体系 : 
区 间 型 灰色 数学 与 泛 灰 数学 的 代数 性 质 和 分 析 性 质 。 


$1.2 灰色 数学 产生 的 渊源 


随 着 科学 技术 的 发 展 ,人 类 所 要 求 达到 的 目的 越 来 越 高 ,所 涉 
及 的 系统 越 来 越 复杂 ,对 数学 方法 的 要 求 也 越 来 越 苛刻 .不 论 哪 一 
个 方面 .万 一 个 领域 的 问题 ,无 不 涉及 到 对 信息 的 加 工 处 理 ;而 且 
人 们 对 信息 的 认识 也 越 来 越 深 入 ,已 经 由 简单 的 确定 信息 认识 到 
复杂 的 不 确定 信息 。 
2 。 


信息 是 系统 的 要 素 、 结 构 和 功能 的 统一 体现 。 没 有 信息 特征 ， 
系统 就 不 能 被 描述 和 表达 .信息 的 产生 、 传 输 和 接收 过 程 称 为 信息 
过 程 , 它 包 括 三 个 环节 : 源 信息 一 一 信道 一 一 宿 信息 。 源 信息 是 客 
观 系统 (及 各 个 要 素 ) 本 身 固 有 的 信息 。 这 些 信息 在 能 量 的 作用 下 
可 以 向 周围 环境 发 射 。 信 道 是 传输 信息 的 途径 和 媒介 。 通 过 信道 
将 源 信息 传播 到 接收 系统 。 宿 信息 是 接收 系统 所 呈现 的 信息 。 

我 们 认为 ,人 们 所 能 掌握 的 关于 对 象 系统 的 信息 ,只 能 是 宿 信 
息 。 它 决定 于 对 象 系统 本 身 所 固有 的 源 信 息 和 信道 的 传播 过 程 , 既 . 
要 受到 系统 本 身 能 力 的 限制 ,又 要 受到 信道 的 影响 ,同时 还 要 受到 
接收 系统 能 力 的 制约 。 

由 于 对 象 系统 本 身 能 量 的 限制 及 外 界 噪音 的 干扰 , 源 信息 经 
过 信道 到 宿 信息 ,往往 会 产生 失真 现象 .由 于 接收 系统 的 接收 能 力 
的 制约 以 及 再 传播 过 程 中 噪音 干扰 ,也 会 给 信息 带 来 失真 因素 。 失 
真 的 信息 不 能 确切 地 表征 对 象 系统 的 本 质 , 这 就 是 系统 的 不 确定 
性 。 具 有 不 确定 性 的 信息 称 为 不 确定 性 信息 。 

目前 ,人 们 已 认识 到 了 四 种 不 确定 性 信息 : 

1. 随机 性 信息 

由 于 条 件 提 供 的 不 充分 或 偶然 因素 的 干扰 ,使 得 对 象 系统 几 
种 可 能 结果 的 出 现 呈现 偶然 性 ,在 某 次 试验 中 不 能 预料 哪 一 个 结 
果 发 生 。 这 里 提供 的 信息 便 是 随机 性 信息 ,简称 随机 信息 。 

2. 模糊 性 信息 

由 于 事物 的 复杂 性 ,对 象 系统 的 各 要 素 之 间 边 界 不 清晰 ,使 其 
对 象 系统 中 的 抽象 概念 不 能 给 出 确切 的 描述 ,不 能 给 出 确定 的 评 
定 标准 ,而 使 其 信息 呈现 不 确定 性 .这 种 不 确定 性 信息 即 是 模糊 性 
信息 ,简称 模糊 信息 。 

3. 灰色 性 信息 

由 于 事物 的 复杂 性 、 信 道上 的 噪音 干扰 ,以 及 接收 系统 能 力 的 
限制 ,人 们 只 能 把 握 对 象 系统 的 部 分 信息 或 信息 所 呈现 的 大 致 范 
围 ,而 不 知 其 全 部 信息 或 确切 的 信息 量 。 这 种 不 完全 的 信息 称 为 灰 
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色 性 信息 ,简称 灰色 信息 。 

4. 未 确 知 性 信息 

“ 纯 主 观 上 的 、 认 识 上 的 不 确定 性 信息 可 以 称 为 未 确 知 信 
息 ”, 即 未 确 知性 信息 。 

按照 信息 量 的 多 少 , 我 们 称 信息 量 完全 已 知 的 信息 为 白色 信 
息 。 根 据 这 个 定义 ,以 上 四 种 不 确定 性 信息 , 除 灰 色 信息 外 ,其 它 都 
可 划 归 为 白色 信息 。 由 信息 的 传播 过 程 和 接收 系统 对 信息 辨识 过 
程 的 复杂 性 可 知 ,从 某 种 意义 上 说 ,对 真正 的 白色 信息 人 类 是 很 难 
得 到 的 ,而 灰色 信息 则 无 处 不 在 。 

根据 信息 的 传播 过 程 ,以 上 四 种 不 确定 性 信息 又 可 分 为 客观 
型 .主观 型 和 相 兼 型 不 确定 性 信息 。 由 于 对 象 系统 的 复杂 性 和 信道 
上 噪音 干扰 而 产生 的 不 确定 性 信息 称 为 客观 型 不 确定 性 信息 。 随 
机 信息 和 模糊 信息 属于 此 类 。 因 为 随机 信息 是 “由 于 条 件 提供 的 不 
充分 或 偶然 因素 的 干扰 ”造成 的 ;模糊 信息 是 “由 于 事物 的 复杂 性 ， 
对 象 系统 的 各 要 素 之 间 边 界 不 清晰 ”造成 的 。 

由 于 人 类 的 辨识 能 力 所 限 ,信息 在 再 传播 过 程 中 受到 人 为 的 
干扰 而 产生 的 不 确定 性 信息 称 为 主观 型 不 确定 性 信息 。 未 确 知 信 
息 属于 此 类 。 

既 有 客观 因素 又 有 主观 因素 所 产生 的 不 确定 性 信息 称 为 相 兼 
型 不 确定 性 信息 。 灰 色 信息 就 属于 此 类 。 因 为 它 是 由 事物 的 复杂 
性 、 信 道上 噪音 干扰 和 接收 系统 能 力 的 限制 等 主客 观 原因 造成 
的 。 

因此 说 ,各 种 不 确定 性 信息 (特别 是 灰色 信息 ) 的 呈现 决 不 是 
偶然 的 。 它 是 物质 运动 的 必然 结果 。 

要 实现 对 各 种 复杂 的 大 系统 的 描述 和 控制 ,就 必须 实现 对 各 
种 不 确定 性 信息 的 抽象 描述 ,研究 它们 的 数学 处 理 方法 。 然 而 ,由 
研究 简单 的 确定 信息 的 经 典 数学 到 研究 各 种 不 确定 性 信息 的 不 确 


@ 王 光 远 .未 确 知 信息 及 其 数学 处 理 . 哈尔滨 建筑 工程 学 院 学 报 ,1990(4). 
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定性 数学 ,其 过 程 是 艰苦 的 、 漫 长 的 。 

研究 和 处 理 随 机 信息 的 随机 数学 一 一 概率 论 与 数理 统计 ,起 
源 于 17 世纪 中 叶 , 经 过 了 200 多 年 的 发 展 才 有 了 它 的 今天 。 

研究 和 处 理 模糊 信息 的 模糊 数学 起 源 于 美国 自动 控制 专家 扎 
德 (L.A. Zadeh) 于 1965 年 发 表 的 论文 “模糊 集合 ”(Fuzzy Set) 。 
它 是 在 当今 科学 发 展 中 面临 的 一 个 非常 突出 的 矛盾 一 一 精确 性 与 
模糊 性 对 立 的 情况 下 产生 的 。 正 如 扎 德 在 互 克 性 原理 中 所 说 :“ 当 
系统 的 复杂 性 日 趋 增长 时 ,我 们 作出 系统 特性 的 精确 而 且 有 意义 
的 描述 的 能 力 将 应 降低 ,直至 达到 这 样 一 个 阔 值 ,一 旦 超过 它 , 精 
确 性 和 有 意义 性 将 变 成 两 个 几乎 互相 排斥 的 特性 .”@ 也 就 是 说 ， 
复杂 程度 越 高 ,有 意义 的 精确 化 的 能 力 就 越 低 。 在 过 去 的 科学 发 展 
中 ,人 类 可 以 回避 模糊 性 而 应 用 传统 的 经 典 数学 。 在 当今 的 高 科技 
时 代 , 人 类 再 也 无 法 回避 模糊 性 了 。 于 是 产生 了 模糊 数学 。 

随机 数学 与 模糊 数学 研究 和 处 理 的 是 不 确定 性 信息 中 的 白色 
信息 。 对 于 灰色 信息 的 研究 和 处 理 它 还 是 无 能 为 力 的 。 但 灰色 信 
息 又 是 无 处 不 在 的 。 为 了 解决 对 灰色 信息 的 研究 和 处 理 ,长 期 从 事 
自动 化 .系统 工程 和 控制 论 研究 的 邓 聚 龙 教授 ,于 1979 年 开始 研 
究 参 数 不 完 全 的 大 系统 、 未 知 参数 的 控制 问题 ,并 于 1982 年 发 表 
了 他 的 葛 基 性 论文 灰色 系统 的 控制 问题 XThe Control Prob- 
lems of Grey Systems) ,首创 了 灰色 系统 理论 ,提出 了 灰色 信息 概 
念 。 王 清 印 教授 与 匡 和 有 琴 教授 一 起 ,在 充分 研究 灰色 系统 .灰色 信 
息 的 内 涵 基 础 上 于 1987 年 建立 了 灰 集合 概念 ,给 出 了 灰色 信息 的 
抽象 描述 ,初步 建立 了 研究 和 处 理 灰 色 信息 的 数学 体系 一 一 灰色 
数学 。 

为 了 研究 和 处 理 未 确 知 信息 , 王 光 远 教授 于 1990 年 在 (未 确 
知 信息 及 其 数学 处 理 ) 一 文中 给 出 了 未 确 知 数 的 概念 ,建立 了 研究 
和 处 理 未 确 知 信息 的 数学 体系 一 一 未 确 知 数学 。 


中 于 培 庄 .模糊 集合 论 及 其 应 用 . 上海: 上 海 科 学 出 版 社 ,1983. 


随机 数学 ,模糊 数学 、 灰 色 数 学 和 未 确 知 数学 ,它们 都 是 不 确 
定性 数学 的 分 支 。 
由 认识 简单 的 确定 信息 到 认识 复杂 的 不 确定 性 信息 ,由 建立 
处 理 确 定性 信息 的 经 典 数学 到 建立 处 理 不 确定 性 信息 的 不 确定 性 
数学 ,其 过 程 是 艰苦 的 、 漫 长 的 , 它 是 科学 技术 发 展 的 需要 ,是 人 类 
对 复杂 的 物质 运动 深刻 认识 的 产物 ,作为 处 理 灰色 信息 的 灰色 数 
学 也 不 例外 。 














第 二 章 ” 灰 集合 概论 


经 典 数学 的 理论 基础 是 康 托 (Cantor) 建 立 的 集合 理论 , 即 
Cantor 集合 理论 ;模糊 数学 的 理论 基础 是 扎 德 (L. A. Zadeh) 建 立 
的 模糊 集合 (Fuzzy Set) 理 论 。 本 章 将 讨论 灰色 数学 的 理论 基础 
一 一 灰 集 合 (Grey Set) 理 论 。 


$2.1 灰 集合 概念 的 引入 


Cantor 集合 能 够 描述 确定 性 信息 和 随机 性 信息 ,能 够 解决 经 
典 系统 和 随机 系统 的 建 模 问题 ,模糊 集合 能 够 描述 模糊 信息 ,解决 
模糊 系统 的 建 模 问题 .为 了 描述 灰色 信息 ,更 好 地 解决 灰色 系统 的 
建 模 问题 ,下 面 首先 分 析 Cantor 集合 与 模糊 集合 描述 信息 的 方 
法 ,然后 引入 灰 集合 概念 。 


一 、Cantor 集合 的 表示 法 


Cantor 集合 这 一 概念 “是 不 可 以 精确 定义 的 数学 基本 概念 之 
一 ,所 以 我 们 只 给 予 一 种 描写 .凡是 具有 某 种 特殊 性 质 的 对 象 的 汇 
集 \ 总 合 或 集合 称 之 为 集 ”。“ 任 何 对 象 , 对 于 某 一 集 而 言 , 或 者 属于 
该 集 ,或 者 不 属于 该 集 , 二 者 必 居 其 一 ,但 不 可 得 兼 .”@ 

Cantor 集合 有 三 种 表示 法 : 

1. 列举 法 

把 一 个 集合 的 元 素 一 一 列举 出 来 。 如 

“阿拉 伯 字 母 ”={0,1,2,…,10); 


@ 由 中 . 那 汤 松 . 实 变 函数 论 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1955. 1 


“英文 字母 ”= {a,6b,…,y,z} 
等 。 含有 有 限 个 元 素 的 集合 常用 这 种 方法 表示 。 
2. 定义 法 
用 描述 集合 中 的 元 素 所 满足 的 性 质 表示 某 个 集合 。 如 
4={zlz: 一 1 一 0) 
表示 由 满足 x 一 1==0 的 解 所 构成 的 集合 。 
3. 特征 函数 法 
通过 各 元 素 的 特征 函数 值 与 集合 {0,1} 的 一 一 对 应 关系 来 刻 
划一 个 集合 。 
定义 2.1.1 设 4 是 论 域 U 的 一 个 子 集 , 则 称 映射 


Xs:U 一 ~ {0,1}, 
1, uuE€EA 
ul— (> Wp (2-1-1) 
为 集合 4 的 特征 函数 。 


例 2.1.1 二 站 全 
U = {wut Ua}, 
其 中 , {男人 }、{ 女 人 } 都 是 论 域 U 的 子 集 。 若 这 家 人 中 有 两 男 两 
女 , 且 wiws 为 男 ,usu 为 女 , 则 
{男人 }=1/ww 十 0/wzs 二 1/wus 二 0/u， 
{女人 }=0/tw 十 1/uz 十 0/ws 十 1/u。 
上 面 两 式 不 是 分 式 的 代数 和 ,而 是 表示 各 元 素 及 其 相应 的 特 
征 函 数值 的 总 括 。 
若 令 A={ 男 人 },B={ 女 人 }, 上 两 式 还 可 表示 为 
= {wlX() = 1} = (uu), 
B= {ulX(u) = 0} = {uy} 


4 的 特征 函数 可 表示 为 
Ka:U = {uw ua) 一 > (0,1)。 
人 u EA; 
2 | 一 -~ 
0, wu A。 


其 中 ,i = 1,2,3,4。 

可 见 ,只 要 给 定 一 个 特征 函数 ,就 唯一 地 确定 了 一 个 论 域 
U 上 的 子 集 4。 反 之 ,只 要 U 上 的 子 集 4(4={w|X(u)=1)) 已 
经 确定 ,就 有 唯一 的 一 个 特征 函数 X 与 之 对 应 。 例 如 ,上 面 例子 
的 子 集 与 其 特征 函数 具有 一 一 对 应 关系 。 基 于 这 个 意义 ,可 以 说 ， 
“ 子 集 就 是 特征 函数 。” 

U 上 的 一 切 子 集 所 构成 的 类 称 为 集合 的 短 集 , 记 作 PCU)。A4 
的 特征 函数 在 w 处 的 值 XaCu) 叫做 zx 相对 于 4 的 隶属 度 。xE4， 
其 隶属 度 为 1;u& 4, 其 隶属 度 为 0。 

Cantor 集合 的 特征 函数 ,确切 地 描述 了 “ 非 此 即 彼 ”的 确定 性 
信息 。 


二 ,模糊 集合 的 表示 法 

为 了 确切 地 描述 “ 亦 此 亦 彼 ”的 模糊 信息 , 扎 德 教授 把 特征 函 
数 中 的 U 到 {0,1} 的 映射 拓 广 为 U 到 [0,1] 闭 区 间 上 的 映射 ,建立 
了 模糊 集合 概念 。 

定义 2.1.2 所 谓 4 是 论 域 U 上 的 一 个 模糊 子 集 ,是 指 给 定 
了 一 个 从 到 闭 区 间 [0,1] 的 映射 

Ka :Ur[0,1]; 

utpa(u) ELO0,1],uE A, (2-1-2) 
称 ws 为 和 4 的 隶属 函数 ,ya Cw) 为 w 相对 于 4 的 隶属 度 。 

模糊 子 集 可 完全 由 素 属 函数 来 刻画 。 当 ys 的 值 域 为 {0,1} 时 ， 
Ha 就 退化 为 Cantor 子 集 的 特征 函数 ,4 退化 为 Cantor 子 集 4。 可 
见 ,Cantor 子 集 是 模糊 子 集 的 特例 。 


车 记 U 上 的 全 体 模 糊 子 集 所 构成 的 类 为 (OA 和 为 村 类 也 
集 的 每 集 ), 则 有 RUD) 二 P(U) 。 


当 A4ER(UV) 一 PCU) 时 , 则 称 和 4 为 真 模糊 子 集 。 此 时 ,至 少 有 
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一 个 w 使 得 pa (uo) {0,1}。 

通过 上 面 讨论 ,可 了 解 模糊 集合 与 Cantor 集合 的 不 同 点 。 但 
它们 之 间 有 一 个 共同 点 是 值得 注意 的 :它们 所 描述 的 都 是 白 信 
息 。 


三 、 灰 集合 的 定义 及 其 表达 方法 


白 信息 可 以 用 模糊 集合 或 Cantor 集合 来 描述 。 那 么 ,“ 部 分 已 
知 、 部 分 未 知 ” 的 灰色 信息 又 该 如 何 抽 象 描述 呢 ? 由 于 灰色 信息 的 
范围 是 已 知 的 ,只 是 内 部 未 知 。 因 此 ,给 出 描述 范围 的 两 个 隶属 函 
数 ,使 未 知 部 分 夹 在 两 个 隶属 度 之 间 即 可 。 

定义 2.1.3 所 谓 G 是 论 域 U 上 的 一 个 灰 子 集 是 指 给 定 了 从 
U 到 闭 区 间 [0,1] 的 两 个 映射 

Hp: —> [0,1], wl— polu) € [0,1] 
和 . 
Ac:0 一 ~ [0,1], ul—> pu) € [0,1]; (2-1-3) 

其 中 ,po 之 pc。 pec 与 pc 分 别称 为 G 的 上 隶属 函数 和 下 隶属 函 
数 ;we(z) 与 &c(z) 分 别称 为 元 素 u 相对 于 G 的 上 隶属 度 和 下 素 属 
度 。 

此 定义 表明 ,所谓 灰 集合 ,是 指 以 上 、 下 隶属 函数 图 像 以 及 夹 
在 其 间 的 带 形 区 域 为 原 像 的 元 素 所 构成 的 集合 。 此 带 形 区 域 可 称 
为 灰 带 。 这 个 集合 的 上 、 下 隶属 度 是 已 知 的 ,但 内 在 隶属 度 还 不 知 
道 。 这 正体 现 了 “部 分 已 知 ,部 分 未 知 ” 的 内 涵 。 其 直观 图 形 如 图 
2.1.1 所 示 。 

当 一 上 时 , 灰 带 便 退 化 为 一 条 曲线 , 正 是 模糊 子 集 的 像 。 当 
曲线 退化 为 直线 y=1 或 0 时 , 正 是 Cantor 集合 的 像 。 可 见 ,Can- 
tor 集合 与 模糊 集合 都 是 灰 集 合 的 特例 。 

一 般 情 况 下 , 灰 集 合 记 为 CGI: 或 G。 由 过 上 的 灰 子 集 所 组 成 的 
类 被 称 为 灰 寡 集 , 并 记 作 G(U)。 为 了 方便 ,对 灰 集合 给 出 如 下 表 
示 方法 。 
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图 2.1.1 
1. 向 量 表示 法 
设 U={a,b,c},pola)=1,p6(6)=0. 8, polc)=0, pe(a)= 
0.9,4c6(b)=0.5,4c(c)==0, 则 
Gl2 ={(a, [pc(a) ,pola))) ,Cb, [pcb) ,Kelb))), 
Cc, [pele) ,pole)))} 
={(a,[0.9,1]), C6,[0.5,0.8])}。 
其 中 ,每 一 个 分 量 表示 G 中 每 个 元 素 及 相应 的 上 、 下 隶属 度 。 因 
pc《c)=polc)= 二 0, 故 可 不 写 入 。 
2. 分 式 表示 法 
设 U={abyc} ,h(a)=1, pc(6)=0. 8,pc(c) =0, po(a)= 
0.9,p6(6) 二 0.5,pobc)==0, 则 
Gl2 = (peCa) pola)) /a + CC ,pel6)) /B+ 
CeCc) ,pele fe 
=(0.9,1)/a + (0.5,0.8)/b。 
其 中 ,每 个 分 式 表示 G 中 每 个 元 素 及 其 相应 的 上 、 下 隶属 度 “ 十 ” 
表示 G 的 总 括 。 因 po(c)=polc)=0, 故 可 不 写 入 。 
3. 积分 表示 法 
对 于 非 离 散 论 域 U( 包 括 有 限 或 无 限 ) ,规定 


GlE= | Ce Fe) fu, 
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其 中 | "不 是 通常 意义 下 的 积分 , 它 才 示 中 诸 元 素 及 其 相应 的 
上 、 下 隶属 度 的 总 括 。 


8$2.2 灰 集 合 的 运算 性 质 


从 灰 集合 的 定义 可 以 看 出 , 灰 集 合 是 一 个 外 延 很 广泛 的 概念 。 
为 了 满足 进一步 研究 灰色 数学 的 需要 ,本 节 讨 论 灰 集合 的 运算 性 
质 。 


一 、 灰 集合 之 间 的 包含 与 相等 关系 
定义 2.2.1? 设 G1,G:EG(U),uEU, 若 
po Go < po, peo, lu) < pe, lu), 

则 称 G, 包含 于 G2, 记 作 CGISG:。 

当 pc (4) 二 po,《w) ,He (4) 二 jo,(u) 时 , 则 称 Gi 与 G: 相等 , 记 
作 Gl==G,。 

包含 关系 具有 如 下 性 质 : 

1. 反对 称 性 

车 GISEGi,GsSGi, 则 G1==Gi。 

2. 传递 性 

车 GiSG1,G:SG;, 则 G1,SG,。 


二 、 灰 集合 的 并 、 交 、 补 运算 


为 便于 读者 理解 灰 集合 的 并 、 交 、 补 运算 的 意义 ,下 面 首先 回 
顾 一 下 Cantor 集合 与 模糊 集合 相应 的 定义 。 
定义 2.2.2 设 A,BEP(U), 则 
AUBE{uluE AV ue B), 


@ 此 定义 纠正 了 参考 文献 5 中 的 印刷 错误 。 
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ANBE{ulu€E ANuE B), 
A Et{ulu & A} 
分 别称 为 4 与 B 的 并 集 、 交 和 集 、 补 集 。 

补 集 的 定义 也 可 以 用 特征 函数 描述 : 

设 X4,Xs 分 别 是 U 上 两 个 子 集 4、B 的 特征 函数 , 则 
Xauau) = Xalu) V Kalu) = max{Xau), Xs(u)}, 
Xana(u) = Xu) 人 Kgslu) = min{ Ka(u), Xs(u)}, 
Xac(u) = 1 — Xalu), 
定义 2.2.3 设 A,BEF(U),YVuEU, 定 义 4UB,AN 

BB,4° 的 隶属 函数 分 别 为 
Kaug(u) = HaCL) V pa(u), 
Jana(u) = palu) 人 pa(u), 
Ha (u) = 1 一 pa lu), 

仿照 Cantor 集合 与 模糊 集合 并 、 交 、 补 的 定义 方法 ,可 定义 灰 

集合 的 并 、 交 、 补 运算 。 

定义 2.2.4 设 Gi,G;:EG(U),Y wuEU, 定 义 GiUG,,GiNn 

G:,GY 的 隶属 函数 分 别 为 
pouc(o = peGo V edo， 
ee = Ko(u) V po,lu); 


J = ou) A ou), 
Konclu) = Ko Ce) 人 po,lu)s 


Hol) =1— po lu), 


Q@ 注 ; 这 里 符号 “V”、“ 人 ”分 别 表示 取 上 确 界 (supremum) 和 取 下 确 界 
(infimum); 对 于 有 限 集合 则 分 别 表示 取 最 大 值 (maximum) 、 取 最 小 值 (minimum)。 这 
两 个 符号 在 下 面 的 论述 中 会 经 常 出 现 。 
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pad 人) 一 1 一 pcd(z)。 
若 令 pi= ko, (u), yp ks= pe (u), 一 po (u), yp1= 
6,(u) , 则 灰 集合 的 并 、 交 、 补 运算 可 分 别 定义 为 
Gl U Gl&: = Glivi:, 。 
Gl N Gl = GliAls, 


Gl = Gl 


3 i 
类 似 地 ,可 定义 有 限 个 灰 集合 的 并 、 交 运算 。 
定义 
UG.=GUGU"%UGUUSG,, 
AG=GNGN"NGN.NG, 
的 隶属 函数 分 别 为 
Zeco =V ol) 
=max {yo, (4) ,po, (u) }, 
sda) Ye 
=max{ ko, (WW) ,** , Lo, (u)}, 
Mo = Ma 
=min {yo, (4) ,** ,po, (u)}, 
pha lu) 一 人 ke Ga) 
二 min{pkc (4) ,* , Lo, (zx))。 


定义 2.2.5 设 GEG(U),1:ET(T 为 指标 集 ),Y uwEU ,定义 
UG,, 几 G, 的 隶属 函数 分 别 为 
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kyo lu) 一 sup{pe (el € T), 
&y, Gu) = sup{pc,(x)1 € T}; 
Pu (4) 一 inf{pe Cw) lt € T}, 
ko) = inf{po,() lt € T}. 


三 \ 灰 集合 的 基本 运算 性 质 
设 G,Gs,G;EG(U), 则 有 
1. 交换 律 
Gi UG,= 6G, UG, Gi NG,=6,G. 
证 明 : ”因为 Y wEU ,都 有 
Hoiuo, (u) =po, (u) V pee, lu) 
=po,(u) V po, lu) = Psuc Cu), 
lou6,(u) 一 Ac (4) V kc, (u) 
=pkc,(u) V Lc,(u) = pcsuc (u), 
所 以 GiUG,=G,UG,.。 
同 理 可 证 ， Ginc:=G:nc':。 
2. 结合 律 
GU (GU G,) = (GU G2) U G6,, 
GN (GN G6) = (GN 6G») NN G6,. 
证 明 : (路 )。 
3. 分 配 律 
GU (GN G3) = (GU G6,) N (G, U 6G,), 
Gi (GU G3) = (Gf G,) U (GN G,), 
4. 对 偶 律 
(DCGiUG:)c=Gfnc8; 


(2) (GNG)=G UG 
6 


证 明 : 只 证 (1)。 
设 G=Gl&,Gs=G|2,Y EU。 


当 pp pip 时 ,因为 


Gla U Gl2)° 一 (Ge = GI, 
(Gla) N (G12 = Gh N Gl 和 = GE 多 
所 以 
‘Gla U G12)° = (Gl20e N (Gas)e, 
当 包 委 局 委 凡 委 反 时 ,因为 
(Gla U Gl2)° = (Gli)° = GE 名， 
(Clan (Gl = Gl N Gg = GH -入 5 
所 以 
CI UGI225 = (GI2)° N (cl12)。 
当 钙 委 A 委 如 入 到 时 ,因为 
(CGI U GI) = (G1205 = GE 多 
CGI N (G2) = Gh 和 NN Gl 和 = Gl 和， 
所 以 
Gla U Gl2)° = (GI2)° N (Gl22)°, 
综合 如 上 三 种 情况 可 知 ,对 于 上 、 下 隶属 度 的 所 有 情况 , 均 有 
Gla U GI2)° = (GI2)° N (GIZ2)°, 
这 表明 ,V uEU 均 有 


Kavo(u) = polu) 人 palu), 





Kaus(u) = you) 人 po lu), 
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(G1 U GD 一 GT G5 成 立 。 
同 理 可 证 
(Ginc:)c= 一 GTUGS 。 
5. 寄 等 律 
GUG=G, GNG=G. 
6. 吸收 律 . 
GU (GNG)=G, GN (GUG,)= 6G. 
7. 还 原 律 
(G9) = G1。 


四 、 灰 集合 的 灰 度 


客观 世界 提供 信息 量 的 多 少 对 不 同 的 系统 是 有 所 不 同 的 ,已 
知 程度 与 未 知 程度 也 是 有 所 不 同 的 .已 知 程度 可 称 之 为 白 度 ,未 知 
程度 可 称 之 为 灰 度 。 

1. 点 灰 度 

VY Gl?EG(U) ,uwEU, 称 

polu0) — poluo))/1 = peluo) 一 poluo) 

为 G 必 在 zx 一 zx 处 的 点 灰 度 , 记 作 doc。 

2. 区 间 友 度 

VGlzEGC),xEU, 称 


sb _ s 
[| Ac(Cut)dz 一 | Lc Cu)dul/(b 一 a) 
= [zeeo 一 po(u)Jdu/(b — a) 


,Holu) 一 polu) 
-| 
为 G1z 在 区 间 [a,5] 上 的 灰 度 ,简称 区 间 灰 度 , 记 作 dot.n。 
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3. 绝对 友 度 
V GI2EG(U),uEU, 称 


Jelu) — pelu) 
lim | ed 


u 
全 + 


为 G|2 的 绝对 灰 度 , 记 作 dc。 

灰 集 合 是 已 知 信息 与 未 知 信息 的 综合 表述 , 灰 度 是 未 知 程度 
的 描述 , 白 度 是 已 知 程度 的 描述 。 当 信息 量 完 全 确 知 时 , 白 度 为 1， 
灰 度 为 0; 当 信息 量 完全 未 知 时 , 灰 度 为 1, 白 度 为 0。 一般 地 ， 白 
度 ”=1 一 “ 灰 度 ”Cantor 集合 与 模糊 集合 的 灰 度 为 0, 它 们 所 描述 
的 都 是 已 知 信息 ,只 有 灰 集 合 才能 描述 灰色 信息 。 


8$2.3 灰 集 合 概念 的 扩张 


人 们 在 实践 中 发 现 ,建立 在 定义 2.1.3 灰 集合 基础 上 的 区 间 
型 灰 数 确实 解决 了 不 少 有 关 灰 色 系 统 的 建 模 问题 。 但 由 于 区 间 型 
灰 数 运算 的 复杂 性 给 数学 运算 带 来 了 不 少 麻烦 ,也 给 灰色 数学 的 
进一步 发 展 带 来 了 困难 ,为 克服 这 一 缺点 ,本 节 讨论 灰 集 合 概念 的 
扩张 问题 。 


一 ,常规 灰 集合 概念 的 引入 


定义 2.1.3 表明 ,所 谓 灰 集合 就 是 由 定义 域 在 U 中 , 值 域 在 
区 间 [0,1] 中 的 两 个 特征 函数 ( 即 素 属 函数 ) we 与 &e 所 确定 的 


集合 。Y xEU, 其 可 信 度 ( 即 隶 属 度 ) 在 以 &c(z) 与 Kobw) 为 端点 
的 区 间 [ yelu) ,polu)] 之 中 。 这 两 个 特征 函数 可 由 一 个 双 射 函数 


给 出 。 为 了 简单 明确 , 且 使 可 信 度 的 取 值 区 间 [wcCz), wc(z)]S 


[0,1] 符 合 人 们 的 常规 思维 ,下 面 引 入 灰 集合 的 等 价 定义 一 一 常规 
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灰 集合 概念 。 
定义 2.3.1 称 G 是 论 域 U 上 的 一 个 常规 灰 子 集 ,是 指 给 定 
了 如 下 映射 


po IU—[01], utr[polw), polw)], (2-3-1) 
其 中 ,uwEU, polw), Jolu)E[0,1], 且 称 po(，) 为 G 的 特征 函 


数 ;[ polu) ,polw)] 为 w 的 灰 信息 域 ,Kolu) 和 polu) 为 u 的 上 、 

下 信息 界 。 记 作 

G= {CL polw), KolW Du € U, polu), polu) € [0,1])。 
(2-3-2) 


由 定义 可 知 ,常规 灰 子 集 (一 般 又 称 为 常规 灰 集合 ) 是 由 UU 到 
[0,1] 的 特征 函数 yc《。) 所 确定 的 集合 。Y wEU ,其 可 信和 度 取 值 于 


[wec(z), polw)] 之 中 ,而 真正 的 可 信 度 还 不 清楚 。 这 恰好 反映 了 
“部 分 已 知 ,部 分 未 知 ”的 灰色 内 涵 。 
显然 ,wCEU) 与 灰 信息 域 [yolu), Ac(z)] 之 间 是 一 一 对 应 


的 。Y xEU, 只 要 灰 信 息 域 [wec(z), we(z)] 已 经 确定 ,一 个 相应 
的 常规 灰 集合 便 可 给 出 。 所 以 ,可 把 常规 灰 集 合 记 作 
Gl) = {[ pol) pol), (polw), Kolu) € [0,1])。 
(2-3-3) 
在 不 致 发 生 混淆 的 情况 下 可 简 记 为 
GQ) = {[w (oO,w Go])，(Cz Go, Co € [0,1])。 
(2-3-4) 


在 必要 场合 ,还 可 以 采用 如 下 记 法 表示 常规 灰 集合 。 
1. 分 式 表示 法 


设 U={a,b,c}), 则 
G=[& (ao),p (ao]/a tLp 6),p C8)1b+ 


[pg (Op (oO]/e。 
其 中 ,“ 十 ”号 不 是 求 和 , 仅 表 示 G 的 总 体 。 
2， 积分 表示 法 
若 U 为 非 离散 域 ( 含 有 限 或 无 限 ), 则 


= | [ecco ,zeco]/n。 
其 中 ,| "不 是 通常 的 积分 , 仅 表示 避 中 相应 x 及 其 灰 信息 域 的 总 括 。 


当 p(w) 二 (uw) 二 p(w) 时 , 灰 集合 G 便 赔 化 为 模糊 集 
A= {uplu)) Nu EU, plu) € [0,1]}, 


当 p(wu)=(u)=1 或 0 时 ,又 进一步 赔 化 为 Cantor 集合 。 可见， 
模糊 集 与 Cantor 集 都 是 灰 集 的 特例 。 


二 , 泛 灰 集 概念 的 引入 


在 实践 中 还 会 发 现 ,作为 的 可 信 度 x(u), 它 不 仅 可 取 {0,1) 
中 的 值 , 用 以 表示 是 与 非 , 或 到 [0,1] 中 的 值 ,用 以 表示 4 的 可 信 程 
度 ,还 有 可 能 取 [0,1] 以 外 的 值 。 例 如 ,在 误差 理论 中 ,一 个 物理 量 
往往 表示 为 x 士 Av。 它 的 确切 量 应 取 值 于 [x 一 Av,w 十 Ax] 之 中 。 它 
的 灰 信息 域 应 为 | :Se , 上 ex | 。 显然 ,< 生 人 是 大 于 1 的 值 .又 
如 ,在 综合 评判 中 ,为 了 区 别 属于 同一 类 别 的 不 同 对 象 的 优 劣 程 
度 ,也 往往 出 现 大 于 1 的 值 。 还 有 ,由 于 信道 上 噪音 的 干扰 和 人 的 
辨识 能 力 所 限 ,还 可 能 会 得 到 反面 的 信息 ,此 时 ,可 信 度 就 应 用 负 
数 表示 .例如 ,商品 装 弄 的 既 坏 ,会 影响 人 们 对 商品 质量 的 认识 ,等 
等 。 因 此 ,有 必要 考虑 灰 信 息 域 的 扩张 问题 。 
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另外 ,在 数学 发 展 史 上 也 常常 为 了 运算 的 需要 而 作 某 些 人 为 
的 规定 ,而 暂 不 考虑 它 的 客观 实际 意义 .例如 ,复数 概念 的 建立 ,就 
是 打破 了 负数 不 能 开平 方 的 戒律 而 规定 V 一 1 为 虚数 单位 i 的 基 
础 上 给 出 的 。 当 时 ,并 没有 考虑 二 I 的 实际 意义 。 在 参考 文献 
[16] 中 ,为 适应 运算 的 需要 建立 了 泛 灰 集合 概念 。 

在 经 典 数学 中 ,Y y,zER, 当 z 一 0 时 ,y/z 无 意义 。 为 了 灰 数 
运算 的 需要 ,给 出 如 下 定义 。 

定义 2.3.2 设 y,z 为 实数 , 当 = 一 0 时 , 称 y 与 > 之 形式 商 
y/z 为 超 实数 。 显 然 , 当 z 尖 0 时 ,y/z 仍 为 实数 。 称 全 体 实数 与 超 
实数 ?组 成 的 集合 为 超 实 集 。 记 作 

到 = {y/z|y,z € R},R 为 实 集 。 

定义 2.3.3 称 G 是 论 域 U 上 的 一 个 泛 灰 子 集 , 是 指 给 定 了 

一 个 从 U 到 及 上 的 映射 ; 


mi 一 -一 -Kucdo ,we CRweU， 
(2-3-5) 
且 称 po(，) 为 泛 灰 子 集 的 特征 函数 ,jelu), polu)] 为 w 相对 


于 G 的 泛 灰 信息 域 , Kolu)、pyolu) 为 uw 的 上 、 下 信息 界 , 记 作 


G= (Gpolw), ol) J) Nu EU, polu), Kolu) € R)。 


(2-3-6) ， 


因为 x 与 其 灰 信息 域 Kwc(z), Ac(z)] 是 一 一 对 应 的 ,所 以 泛 
灰 集 G 又 可 记 作 
Go = (Epc), Kolw) 3)， (2-3-7) 


@ 超 实 数 >/=(z 一 0) 无 实际 意义 ,但 在 运算 过 程 中 分 母 中 的 “0" 可 以 参加 运算 。 
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或 简 记 作 
Go) = {Ep (0),p (Go) 习 }。 (2-3-8) 


由 全 体 泛 灰 子 集 组 成 的 集合 类 称 为 泛 灰 害 集 , 记 作 GC(U)。 
这 里 记号 ?有 双重 意义 :一 方面 是 为 了 区 别 于 定义 2.1.3 
中 定义 的 灰 集 合 ; 另 一 方面 表明 泛 灰 信息 域 是 由 上 、 下 信息 界 


elu)、pelu) 确 定 的 区 间 。 在 运算 过 程 中 可 把 (pelu)，, wpc(z) 习 


看 作 由 这 两 个 元 素 组 成 的 集合 ,但 在 运算 过 程 中 不 能 改变 原来 的 
次 序 。 


从 定义 中 看 出 , 泛 灰 集合 是 灰 集 合 概念 的 拓 广 , 当 及 阅 化 为 
[0,1] 时 , 泛 灰 集 就 虹 化 为 常规 灰 集合 。 


车 V wuEU, 当 p(w)= p(w)=0 时 , 则 称 G 为 空 集 , 仍 记 作 
久 ; 当 p(wW)= pw) 二 1 时 , 称 G 为 全 集 , 仍 记 作 U。 在 泛 灰 集合 
类 Glu) 中 不 定义 全 集 。 
§2.4 常规 灰 集 的 运算 


由 于 常规 灰 集 定义 与 定义 2.1. 3 等 价 ,因此 常规 灰 集 与 灰 集 
合 的 运算 关系 和 性 质 相同 为 了 与 泛 灰 集 的 运算 对 照 ,下 面 根据 党 
规 灰 集 的 概念 进行 重新 定义 和 阐述 。 


一 .常规 灰 集合 的 包含 与 相等 关系 
定义 2.4.1 设 Gi={[wi(x), pe]),G: 一 人 ws(z)， 
Jalw)]}EG(U), 著 Yu EU, 有 piu) plu), p(w)<< 


2z(w) , 则 称 Gu- 包含 于 Gs, 记 作 G1,SG。 
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当 piCO= AsG ,piCo) 一 so) 时 , 则 称 G: 与 G: 相等 , 记 
作 Ci 一 C:。 

显然 ,包含 关系 具有 如 下 性 质 : 

1. 自 反 性 

GEG, 

2. 反对 称 性 

若 CIGG:,GISEC, 则 Ci 一 Ca:。 

3. 传递 性 

若 GIGCG:,,GIEG,, 则 CGICG:。 

由 此 可 知 ,(G(U), 己 ) 是 偏 序 集 ,又 由 于 空 集 3 与 全 集 U 此 
属于 G(U), 故 G(U) 中 有 最 大 元 U 和 最 小 元 纺 。 

二 ,常规 灰 集 的 并 、 交 、 补 运算 

定义 2.4.2 设 G,G:EG(U), 若 Y wuEU; 有 


GU G: ={[ p10), pC U {fC), pu)])} 
={[ p00 V pl) ,plu) V pb); 
GN G:={[AiGo pO N (Lp2), Kab) 
={{ pu) A palw), pau) 人 az]) 
GE ={[ p(w), pu)])}e 
={[1 — p(w),1 ~— p(w)))} 


={[Z9,z5])， 
则 称 GLUG。、Gi 几 Go、G" 分 别 为 G1 与 C: 的 并 集 、G, 与 G 的 交 
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和 集 、G 的 补 集 。 
类 似 地 ,关于 有 限 个 常规 灰 集 的 并 、 交 运算 可 定义 为 : 


UG =G.UGU™USG, 
= {LV pC), VY pW) ])s 
nc =G.NG NNG, 


={LA CD), A pi ])}. 
定义 2.4.3 设 GEG(U),1ET(T 为 指标 集 ),Y wuEU ,定义 
WG.= {fsup{ £6(W lt € T},sup{ Lob) lt € T)]}; 


MG = {Linf{ x6 1 € Tinf{ yaw Jt € T})), 
例 2.4.1 设 U= {ui,wuz,us}， 
G ={[p Ce) sp CdD Lp Gu) sp Ca) Lp Gus), p Gus)])} 


一 {[0.2,0.7],[1,1],[0.5,0.9]}， 
G; ={[0. 3,0. 8],[0.6,0.7],C0. 8,1]}, 
则 
Gi U G, ={[0.2,0.7],[1,1],[0.5,0.9]}U 
{[0.3,0.8],[0.6,0.7],[0.8,1]》 
={[0.2V 0.3,0.7V0.8],[1V 0.6,1 V 0.7]， 
[0.5 V 0.8,0.9 V 1]} 
={[0.3,0. 8],[1,1],[0.8,1]}; 
GNG,={[0.2 A 0.3,0.7 A 0.8],[1 A 0.6,1 A 0.7], 
[0.5 A 0.8,0.9 A 1]} 
一 {[0.2,0.7],[0.6,0.7],[0.5,0.9]}。 
若 用 分 式 表示 法 , 则 有 
G = [0.2,0.7]/w 十 [1,1]/u; 十 [0.5,0.9]/xs， 
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G, = [0. 3,0. 8]/w + [0.6,0.7]/u; 十 [0.8,1]/xs， 
G, UG,=[0.2V 0.3,0.7V 0.8]/u + [1 V 0.6, 
1V 0.7]/u: 十 [0.5V 0.8,0.9V 1]/us 
一 [0. 3,0.8]/w 十 [1,1]/w; 十 [0.8,1]/us; 
GN G;=[0.2 A 0.3,0.7 A 0.8]J/u 十 [1 A0.6， 
1 A 0.7]/w; + [0.5 A 0.8,0.9 A 1]/us 
=[0. 2,0.7]/u + [0. 6,0.7]/u; 
十 [0. 5,0. 9]/us。 
同样 ,有 
GY ={[0.2,0.7],[1,1],[0.5,0.9]}° 
= 人 [1 一 0.7,1 一 0.2],[1 一 1,1 一 1， 
[1 一 0.9,1 一 0.5]) 
={[0. 3,0. 8],[0,0],[0.1,0.5])， 


GF ={[0.2,0.7]/w 十 [1,1]/u; + [0.5,0.9]/us}° 
=[1— 0.7,1— 0.2]/ut+ [1—1,1— 1]/ut+ 
[1— 0.9,1— 0.5]/us 
=[0.3,0.8]/u + [0,0J/w; + [0.1,0.5]/us。 
需要 指出 的 是 , 当 p= p= 二 0 时 ,该 项 可 以 不 写 出 。 


三 ,常规 灰 集 的 基本 运算 性 质 


设 G,Gs,Gs;EG(UV), 则 有 如 下 运算 性 质 成 立 : 
1. 交换 律 
Cn U c: = G6, U Gi;G, MG,.= 6G, NG。 
证 明 : ”因为 Y wsEU, 皆 有 
Kilu) V plu) = palu) V £1(u), 





Hilu) V polu) = pelu) V plu), 
所 以 ’ 
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CUc: 一 CUcGc。 

同 理 有 GNG,=G:NG,. 
2. 结合 律 

CU(CcUG) = (GU G,) U G;; 

GN (GN 6G) = (GN GN G6 
证 明 : 〈( 略 )。 
3. 办 等 律 

GUG=G; ONG=G. 
4. 吸收 律 
(GUGHING=G; (GNMNG)UG= G0 

证 明 : 因为 (GUG)NG, 


= pC) pIUL pb) pb) )) 
NLpiC), pw)]o 
=[ pV pb) pV pb)INE pb), pu)] 
一 [CA V peu) AN pb), 
CCW V pa) A pb)], 
当 pS ps pS KD, 
(KW V palu)) 人 pilu) 


= plu) 人 plu) 


pb) (2-4-1) 
CW V palw)) A plu) 


@ 为 了 书写 简便 ,在 不 致 发 生 混 清 的 情况 下 ,常规 灰 集合 定义 中 的 符号 “{ }” 可 
以 路 去 。 
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= Kau) A plu) 
= Ku), . (2-4-2) 
当 pW) pb) pW) p(w) 时 , 


Cp V paw)) A AGO 


Lu) A pilu) 


Ki1(4u), 


CF V AGO) A pk) 
= piu) 人 plu) 


= pi(u)。 
同 理 可 证 ,在 其 它 情况 下 仍 有 式 (2-4-1) 和 (2-4-2) 成 立 。 故 有 
(GIUG)NG=G。 

类 似 地 ,可 证 (Gi 由 G:)UG.=G,。 
5. 分 配 律 

G, U (G, Nn Ga) (CC U G,) Nn (G, U G3); 

G: N (G; U Ca) 一 (Gi N G,) U (Gi N G3)。 
证 明 : GiU (GnG;) 


=[ p10 piU Cp pIN Eps, ps)) 








=[ ps LJU (Eph ps pM ps]) 
=[ pV CpaN ps pV Cp Np)] 


=[CpV pI) ANCEV po) HV po) NCpV AD] 
=(GUG)N GUG,), 
同 理 有 GiN (Gs:UG)= (GincJUCcincy 。 
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以 


6.0-1 律 
GUG=6, GNG= 98, 
GUU=U, GNUVU=6G,。 


证 明 : 因为 G=[p,h]EG(V),@@=[0,0],V=[1,1], 所 
GUG@=[x,x]U [0,0] 


一 [LV 0,xV 0] 


GNG =[p,£]N C0,0] 


一 [4 人 0,wA 人 0] 
=[0,0] = ; 
GUU =[4, x]U [1,1] 
=[pV1i,pV1] 
=[1,1] =U; 


GNU=[p, 4]N [1,1] 


一 [LA 和 1,wAI] 


7. 还 原 律 


28. 


证 明 : (GY =([w,A])e 
Ly, £°DS [Cp)°, (1°)°] 


=[p, kJ]=G。 
8. 对 偶 律 
(GU G)° = GN Gs; 
(GN Ga) = Gf U Gs, 
证 明 : ”实际 上 ,由 并 、 交 .、 补 的 定义 ,有 
(G1 U G2)° =([ p41, tJ U [pas pe])° 


一 [LA V per pi V Hi 
=[G 一 Ap)VAwsG 一 ADOVAi] 


=[Q— KY A pd p)A GQ wzD] 





=0 p01— AINI- fal 42] 


=[wvwln [pa, pa 

一 GT 站 G2, 
同 理 可 证 〈GCinc:)c=GTUGS。 
9. 常规 友 集 合 不 满足 互补 律 

YcGEGCU),GUG 关 1cGnce 天 他。 
实际 上 ， 

GUG =[4 AUD 一 ,1 一 2 
=[4V(G 一 AD,AV(G 一 AD)]。 
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当 ww,wE(0,1) 时 ,显然 有 


pV UA)F1, VO pH)#1, 
故 GUGz[1,1=1。 
只 有 当 pg ,KE{0,1) 时 , 才 有 GUGr=1。 
类 似 可 证 GNG' 关 2。 
由 性 质 9 可 知 , 代 数 系数 (GCU),U ,人 间 ,C) 不 是 布尔 代数 ,可 
称 之 为 软 代数 。 


§ 2.5 泛 灰 集合 的 运算 


一 、 泛 灰 集 合 的 包含 与 相等 关系 
定义 2.51 设 G= (pa 所 内 ,G1= {prs ps 下 E 


GIU) ,VY wuEU, 有 p< prv pi pr, 则 称 G, 包含 于 G2, 记 作 
CISECGC，:。 

包含 关系 具有 如 下 性 质 : 

1. 自 反 性 

CSC。 

2. 反对 称 性 

苦 GIGc,CISG, 则 G=C:。 


证 明 : 由 定义 2.5.1,GIGG:, 即 YuxEU, p< ps p< 
aiGiG:, 即 Y wEU, pi 之 po, p1 之 ji。 由 此 可 得 


Pr™ pei kK2'G1=G2。 


3. 传递 性 
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若 CGc,G:SCc, 则 CGISC:。 
由 以 上 三 条 性 质 可 知 ,CG(GU) ,三 ) 是 偏 序 集 。 


二 、 泛 灰 集 的 并 、 交 运算 
定义 2.5.2 设 Gi,G:EG(U),YV wuEU ,定义 
GU Ge 一人 pp U pe, pK2} 
={Ep1V pis pV As 有)， 
G NG = 全 pv MN (pz, p21} 


={Ep1 A per pr A :下 )。 
注 : 因 泛 灰 集 隶 属 度 值 已 超出 [0,1], 所 以 不 能 定义 其 补 集运 


类 似 地 ,可 定义 有 限 个 泛 灰 集 的 并 、 交 运算 。 
定义 2.5.3 设 GSGGU),ET(T 是 指标 集 ),Y uENN, 定 


VG = {lsup{ p60) lt € TYosup{ p60) le € T) I}s 


MG, = {linf{ pa) lr € Thinf{ pa) 1 € 7 )。 
例 2.5.1 设 U= {wuzvwa}， 
G ={p pp pa kp p35} 


二 修一 0.2,0.7 习 水 一 1,191 水 一 0.5,0.9 有 1}， 
G, 一 企 一 0.3,1.2? 汪 一 0.6,0.73 汪 一 0.8,1)， 


GU G: 一 全 一 0.2,0.7 习 发 一 1,13 汪 一 0.5,0.93) U 
仁 一 0.3,1.2 下 惟一 0.6,0.7 习 从 一 0.8,13》 
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0.2,1.23 必 一 0.6,13 兴 一 0.5,13)， 
0.3,0.79 ,EE— 1,0.77],— 0.8,0.971}。 
三 , 泛 灰 集合 的 基本 运算 性 质 
设 Gi,Gi,G;EG(U), 则 有 
1. 交换 律 
GiUG,= GU G6NG,=6,N G6. 

2. 结合 律 

CU (G; UG;) = (G1 U G6,) U G,, 

Gf GN G) = (GN 6, nc:。 
3, 窒 等 律 





GNG,= 





GI.UG,=G,G(G= 6G。 
4. 吸收 律 - 
(CUGDJneG=cGcnGc)UG =G。 
证 明 ， 设 G,G:EG(CU) ,由 并 、 交 运算 定义 有 
(GUG) NG, 





一 (py pr dU pz p72 DN pr pl 





=(pV gD Np pV pON KT 


当 PE 时 ， 


(Ai V pA p= ph p= ps 








(KIV HAD) A p= Ap 人 Hi 一 pi。 
当 p> pr pp 时 ， 


(KIV ZL) AAA 一 AAA 一 AD 





@ 为 了 书写 简便 ,在 不 致 发 生 混 清 的 情况 下 ,集合 符号 “{ 。 } "可 以 略 去 。 
汪汪 人 二 





(pV p) A pi= phN p11= ps 
当 pp pp 时 ， 


(UV po) NAN p= ph p= pi 








(RV AONp= pIN p= pe 
当 p42 JS Hs 时 ， 
( 


iV LYONp= pAN p= ps 








(pV pa) AAA 一 mA A 人 Ai 一 po 


(G1 UG.) N G1= Ci。 
同 理 可 证 (GING) UG=G1。 
例 2.5.2 设 G=k 一 0.2,0.9 昌 ,Gs==l0.3,1.5 汪 , 则 
(CU GD) NG, 
一 直 一 0.2,0.93UEo.3,1.53) mm 一 0.2,0.9 引 
=l:0.3,1.5 NE— 0.2,0.9) 
一 人 一 0.2,0. 9 习 
一 Cl。 
(GNMNG)UG, 
=(l:— 0.2,0.99 [0.3,1.5)) UL 一 0.2,0.9 引 
=l— 0.2,0.9) Uk:— 0.2,0.94 
一 人 一 0.2,0.97 
一 Ci 。 
5, 分 配 律 
GiU (G; | G3) = (GU G62) N (GU Gs); (2-5-1) 
GN (GUG)= (GN G6)U GNG),. (2-5-2) 
证 明 ， 
Gi U (cn G3) 
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=Ep AU Cp pINE ps, £3) 
=kpw AAU A pa ps A ps 
=EprV (pa MN pO pV (pr A AD) 


=ECU V pa) MN CprV pk V po) MN CHV p31) 


=(G U G6) NN (G, U Gc)， 
故 (2-5-1) 式 成 立 。 
同 理 可 证 (2-5-2) 式 成 立 。 
6, 0-1 律 
GU@G=6,6NG= 0. 
因 泛 灰 集 没有 补 集运 算 , 没 有 全 集 定义 ,所 以 在 0-1 律 中 没有 
GUU.GNU 运算 ,也 没有 还 原 律 与 对 偶 律 及 互补 律 。 
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第 三 章 “区间 型 灰 数 学 基础 


8$3.1 灰 数 概念 及 其 分 类 


定义 3.1.1 设 论 域 U=R, 则 称 由 定义 2.1.3 定义 的 灰 集 合 
GI BreR,w (x), 1 (x) € [0,1] 


为 灰 数 ,并 简 记 为 G。 
由 全 体 灰 数组 成 的 集合 记 作 g(G), 且 称 


E= (zlw (z) 天 0zER) 


为 G 的 灰 域 ; 
< 一 {zlw (zr) zp (7) ,rE RR) 
为 G 的 真 灰 域 。 
例 3.1.1 设 有 区 间 [a,b]JCR, 且 
kez) = 全 C0 ele) =0,z€R, 


由 定义 知 ,G 是 一 个 灰 数 。 
例 3.1.2 设 有 区 间 [a,5]JCR, 且 
1, xzE€ [a,6b]; 


R, 
0， 工 冬 内 € 


Lelz) = polz) = | 


由 定义 知 ,G' 是 一 个 灰 数 。 
灰 数 的 表示 法 与 灰 集 合 的 表示 法 基本 相同 ，。 
1. 向 量 表示 法 
G= {(z, p67z), yo) |r € R}, 
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2. 分 式 表示 法 
G= {Cpolz), pelz))/zlz € R} 或 


c=| Cuelz), Kolz))/z。 
YER 一 


G=Gl 7 BrER。 


4. 区 间 表 示 法 
这 种 方法 仅 列 出 z 的 取 值 范 围 。 如 ,G=[a,b],a,bER。 
例 3.1.3 车 灰 数 G 的 上 、 下 隶属 度 分 别 为 


wc(z) = 到 lsinz| ,pc(z) = |sinzl,ze [a,b] CR, 
用 不 同 的 表示 法 表示 , 则 有 如 下 不 同形 式 ， 
G) G= (|z, [lsinel, lsinz! ]) lze [est]); 


(2) c= | 人 (到 sinzlpsinzlzlzscej， 
lsinr| 


(3) G=G ,TE[a,b]; 


sinr | 

(4) G=[a,5b]( 在 不 发 生 混淆 的 情况 下 )。 

由 于 所 研究 的 问题 不 同 ,所 抽象 出 的 灰 数 也 不 同 。 灰 数 大 体 上 
可 分 为 如 下 三 类 。 

1, 上 无 界 灰 数 


pn 





(x 


) 
,TER,E={r| pc(z) 天 0,rER), 若 


下 (z) 


对 于 灰 数 C 





infE=a€ER, sup£=+o%, 
on 
为 上 无 界 灰 数 。 


Ap (7) 


则 称 C 
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sin2z， xz 志 0; 


3.1.4 设 polz)= 
全 3 


Er) 


为 上 无 界 灰 数 。 这 里 ， 


ko(z)=0,7ER, 则 


G 





infE = 0, supk =+ oo。 
宇宙 的 总 重量 就 是 一 个 上 无 界 灰 数 。 
2. 下 无 界 友 数 


对 于 灰 数 C 


F(x) 


,rzER, 设 开 = (zlwc(z) 天 0,zER), 若 


g(r) 


in{fE=—00,supE=bER, 


“ 为 下 无 界 灰 数 。 


pr) 





x 


则 称 G 





sinr, XO0; 


例 3.1.5 设 Ze 人 0 wpwc(z) 一 0,zER, 容 


”是 一 个 下 无 界 灰 数 。 这 里 ， 


CD) 


易 验 证 ,G 





inf 居 三 一 co， supE=0。 
3, 有 界 友 数 


对 于 灰 数 G 


zt. 


“”, 设 E= {zlw(z) 天 0,zER)}, 若 存在 实 常数 


(7) 





“为 有 界 灰 数 。 


g(x) 


例 3.1.6 正常 人 的 脉搏 每 分 钟 跳动 的 次 数 是 一 个 有 界 灰 
数 。 这 里 ,infE=65,supE==80, 且 


a,bER, 使 得 infE=a, supE=5b, 则 称 G 





1, EE; 
0, Tz&E。 

例 3.1. 1 与 例 3.1.2 给 出 的 锅 为 有 界 灰 数 , 且 是 两 类 特殊 的 
有 界 灰 数 ,其 灰 域 E==[a,b]CR。 在 不 发 生 混淆 的 情况 下 , 常 把 这 
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&c(z) = Ac(z) -| 


两 类 灰 数 直接 用 区 间 形 式 表示 ,并 简称 为 区 间 型 灰 数 。 
命题 3.1.1 灰 数 G| 
关 0} 有 上 (下 ) 界 。 





有 上 (下 ) 界 的 充 要 条 件 是 {x| (zx) 


Elr) 





FC 


命题 3.1.2 灰 数 G 





”为 区 间 型 灰 数 的 必要 条 件 是 


{z| 4(z) 关 0} 有 上 .下 界 。 
对 于 灰 数 G 


,车 = {zx| KCz) 关 0} 是 一 个 实 区 间 , 则 称 G 
为 连续 型 灰 数 ,否则 称 G 为 离散 型 灰 数 。 
例 3.1.7 某 人 的 外 狐 表 明 , 他 的 年 龄 可 能 在 31 一 35 岁 之 
间 。 这 就 是 一 个 离散 型 灰 数 。 
其 中 ， 





E={31,32,33,34,35}, 
1,. EE; 
0,，rz&E, 
4 (7)=0。 

例 3.1.8 人 体 的 重量 是 一 个 连续 型 灰 数 。 一般 情况 下 ,最 轻 
(如 初生 婴儿 ?为 1kg, 最 重 为 100kg。 所 以 ,E=[1,100]， 
1, rE€EE; 
0, r&E., 
更 确切 地 说 ,这 是 一 个 连续 型 区 间 灰 数 。 

在 灰色 系统 理论 中 ,应 用 最 多 的 是 邓 聚 龙 教授 提出 的 信息 型 
灰 数 和 层次 型 灰 数 。 它 们 的 灰 域 都 是 区 间 , 故 这 两 类 灰 数 也 是 区 间 
型 灰 数 。 本 章 将 重点 讨论 这 两 类 灰 数 。 为 了 叙述 方便 ,在 一 般 情 况 
下 ,统称 这 两 类 灰 数 为 区 旧型 灰 数 , 故 本 章 的 题目 称 为 “区 间 型 灰 


z= | 


zw= p=| 
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$3.2 区 间 型 灰 数 及 其 代数 运算 


一 .区 间 型 友 数 的 概念 

定义 3.2.1 设 a,bER, 生 a<b， 
Sa 1， 当 z € [a,b]; 
A 0， 当 zz& [a,b]， 


Lol(7)=0,7ER, 
则 称 灰 数 G 为 信息 型 灰 数 ,也 称 为 邓 氏 灰 数 , 记 为 [a,5]。 


在 此 定义 中 ,因为 Ke(z) 天 wec(z),zE [a,6], 所 以 灰 数 G 的 


真 灰 域 为 [a,5], 其 几何 意义 如 图 3. 2.1 所 示 。 这 里 ,只 知道 G 的 
上 隶属 度 是 1, 下 隶属 度 是 0, 究 竟 C 
中 每 一 元 素 的 隶属 度 是 多 少 ,并 不 知 x(z) 
道 。 因 此 ,通常 称 这 类 灰 数 G 为 真 灰 
数 。 这 样 的 灰 数 在 实践 中 经 常用 到 。 

例如 ,说 某 人 在 银行 的 存款 在 
3000 元 到 5000 元 之 间 , 但 究竟 是 多 
少 ? 并 不 知道 。 若 任 取 区 间 [3000， 
5000] 上 的 一 个 实 值 , 它 相 对 于 G 的 
隶属 度 可 能 是 1, 则 该 值 就 是 此 人 的 存款 。 若 该 实 值 相对 于 G 的 隶 
属 度 在 0 与 1 之 间 , 则 只 表明 该 实 值 是 此 人 可 能 的 存款 ,但 真正 的 
存款 是 多 少 , 并 不 能 确定 。 若 某 一 实 值 不 在 3000 与 5000 之 间 , 它 
的 上 下 隶属 度 皆 为 零 ,这 表明 这 个 值 根本 不 可 能 是 此 人 的 存款 .这 
个 灰 数 就 是 一 个 邓 氏 灰 数 。 

又 如 ,预计 某 地 区 今年 的 粮食 产量 在 3 亿 kg 到 3.5 亿 kg 之 
间 ,这 个 灰 数 也 是 一 个 邓 氏 灰 数 。 

定义 3.2.2 设 a,bER, 且 a<b， 





图 3.2.1 
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1， 当 z € [a,b]; 
0， 当 z & [a,b]， 
则 称 灰 数 G' 为 层次 型 灰 数 ,也 称 为 区 间 灰 数 , 记 为 [a,5j]。 


在 此 定义 中 ,因为 ye (xz)= po(z),zE[a,5], 上 且 po(z) 关 
0,ze [4,6], 所 以 G' 的 灰 域 为 [a,6]。 它 的 几何 意义 如 图 3.2.2 所 


Ze(z) = ko(z) = 


PCZ) 


1 
1 交 
| | 
一 上 一 一 
0| a 6 于 
图 3.2.2 


示 。 这 里 ,只 要 有 zE [a, 妇 , 便 有 Ac(Cz) 一 we(Cz) 一 AcCz) 一 1。 


当 zx 匀 [ao 时, 便 有 pe(z)= nec(z) 一 4c(z) 一 0, 它 满足 Can- 
tor 集合 的 定义 。 所 以 G' 是 一 个 实 区 间 [a,6]。 这样 的 灰 数 在 实践 
中 也 很 常见 。 

例如 ,根据 大 量 的 统计 结果 ,海豹 的 质量 在 20~25kg 之 间 。 
只 要 在 区 间 [20,25] 上 取 一 实数 值 都 是 海豹 的 质量 数 。 因 为 
pi (z) 一 1(CzE[20,25])。 当 然 , 由 于 地 区 不 同 ,海豹 的 年 龄 不 同 ， 
所 构成 的 区 间 [a,5j 也 会 不 同 , 这 是 G' 的 一 个 层次 变化 ,所 以 称 G' 
为 层次 型 灰 数 。 


邓 氏 灰 数 和 区 间 灰 数 统称 为 区 间 型 灰 数 。 所 有 区 间 型 灰 数 的 
集合 用 g(7) 表 示 。 


当 a 之 0 时, 称 [a,5] 和 [a,5] 为 正 区 间 型 灰 数 。 
二 区间 型 灰 数 的 代数 运算 


1. 加 法 运算 
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[e+ [esd]= [a + cb 十 四 | 
[a,5] 十 [cg 四 一 [a +esb 十 d]; 
[ae ,十 fc,d] = [ae 十 C6 + a]; 
[a,6] + [c,d] = [a + ce,b + dj]。 
2. 减法 运算 
规定 : 





[awd] [erd]= [a — db — el 
[as6] ~ [esd]= [a — db — el 
[4,5]— [c,d] = [a 一 CO 一 c]) 
[a,6] ~ [c,d] = [a — d,b — ce] 
3. 乘法 运算 
规定 : 
[a,6]x [c,d4]= [min{ac,ad,bc,bd} , max{ac,ad ,bc ,bd}]; 
[a,b] x [cg 一 [min{ac,ad,bc,bd} , max{ac,ad,bc,bd}]; 
[a,6b]x [c,d] = [min{ac,ad,bc ,bd} , max{ac,ad ,bc,bd}]; 


[a,6b] Xx [c,d] = [min{ac,ad,bc,bd} ,max{ac,ad ,bc ,bd}]。 
4. 除法 运算 
当 0 从 [c,d] 时 ,规定 : 
1 1 
[asb] / [ed]= [ax [ 玄 ,]; 


[a.b]/ [ed]j= [a,b] x [ 言 , 二 ]; 


[asb]/ [c,d] = [a.b]x [ 权 ， il]; 
。41 。 


[as5]/ [cd= [asb] x |[ 言 十]。 
例 3.2.1 [1,2]+[3,4]=[4,6]; 
[1,2] — [3,4]= [~— 3, 一 1]; 
[1.2]X [3,4] = [3,8]; 
[1,2]/ [3,4] 一 [二 ,和 |]。 
定义 3.2.3 设 Gi,G:€g(7), 若 存在 实数 使 
,= °°G, = [kk]G,, 
则 称 C, 是 G; 的 & 倍 。 
区 间 型 灰 数 的 代数 运算 具有 以 下 性 质 。 
设 G1,G2,Gi Eg(1) ,GH =[0,0j,G 避 =[1,1j, 则 有 : 
性 质 3.2.1 Gi 二 +G;==G; 十 G1。 
性 质 3. 2.2 a (Gi+G2)+G3=G1+ (Gs+t+G;).。 
性 质 3.2.3 G 十 Go 一 Ci。 
性 质 3.2.4 GiXG,=G;XG。 
性 质 3.2.5 (G1XGi)XGs3==G1X (Gi; XG;)。 
性 质 3.2.6 G1XG Y=G。 
证 明 :， 只 证 性 质 3. 2. 2 .性质 3. 2. 5。 
不 妨 设 Gi=[a,8],G;=[c,dj,G;=[e, 有 ], 则 
(Gi 十 Gs) 十 Gs=[a 十 cb 十 dj] 十 [e, 由 
二 [a 十 c 十 e,b 十 d 十 四 
三 [a,6j 十 [c 二 ed 十 由 
=G 十 (Gi 十 C:)。 
(C X C:) X G: =[min{ac,ad ,bc ,bd}, 
max{acyad,bc,bd)] x [e,f] 
=[min{ace,acf,ade,adf ,bce,bcf ,bde ,bdf} * 
max {ace,acf ,ade,adf ,bce,bcf ,bde ,bdf}] 
。42 。 


=[a,6] * [min{ce,cf ,de,df}, 
max{ce,cf ,de,df}] 

=G! X (G, X C:)。 
注 3.2.1 乘法 对 加 法 的 分 配 律 不 成 立 。 
例如 ,[ 一 2,2]X([ 一 1,2] 十 [一 2,1]) 一 [一 6,6]; 

[一 2,2]X[ 一 1,2] 十 [一 2,2]X[ 一 2,]]= 王 [一 8,8]。 

但 当 所 论 灰 数 均 为 正 区 间 型 灰 数 时 ,有 如 下 定理 。 
定理 3.2.1 设 G,G:,G: 为 正 区 间 型 灰 数 , 则 

GiX (c: 十 G) 一 CIXG: 十 CGIXG:。 
证 明 : ( 略 )。 
注 3.2.2 消去 律 不 成 立 。 
例如 ,[ 一 2,2]X[ 一 1,2] 王 [一 2,2]X[ 一 2,1], 但 [一 1,2] 天 

[一 2v1]。 


三 .区 间 型 灰 数 的 白化 


区 间 型 灰 数 的 白化 值 是 指 在 其 区 间 上 找 出 的 “ 权 ? 最 大 , 亦 即 
隶属 度 最 大 的 实 值 , 它 可 以 代表 这 个 区 间 型 灰 数 参 加 建 模 和 运算 。 














求 灰 数 白化 值 的 过 程 称 为 灰 数 的 白化 。 
1. 区间 友 数 的 白化 
设 G=[a,6], 因 为 
一 1， ,0 


所 以 , 任 取 xE[a,b], 有 pyc《z)==1, 亦 即 区 间 [a,6b] 中 任何 一 个 实 
数 都 具有 相同 的 权重 1。 可 见 ,[a,5j] 中 任何 一 个 实数 都 可 以 作为 
它 的 白化 值 。 所 以 说 区 间 灰 数 是 最 不 灰 的 一 个 灰 数 。 

例如 ,海豹 的 质量 灰 数 二 [20,25],20 至 25 之 间 的 任何 一 个 
数 ,都 可 以 代表 海豹 的 质量 数值 ,也 就 是 说 ,20 与 25 之 间 的 任何 
一 个 数 都 可 以 作为 区 间 灰 数 [20,25] 的 白化 值 。 

当 海 豹 的 产地 、 年 龄 等 条 件 明确 以 后 ,这 个 区 间 将 会 缩小 ,但 
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其 白化 值 仍 是 这 个 缩小 后 的 区 间 中 的 任何 一 个 实数 .可 见 , 区 间 灰 
数 的 白化 过 程 相当 简单 。 

2. 邓 氏 灰 数 的 和 白化 

邓 氏 灰 数 在 灰色 系统 中 是 最 多 见 的 一 类 。 设 G=[c,dj, 因 为 
1，z6E[c,d]; 
0, zrz& [c,d), 
所 以 它 与 区 间 灰 数 有 着 截然 不 同 的 特点 。 任 取 zE [c,d],0 委 
pe(Cz) 委 1, 即 只 知道 隶属 度 处 于 0 与 1 之 间 ,而 不 知道 确切 值 。 所 
以 , 邓 氏 灰 数 的 白化 相当 困难 。 一 般 地 ,只 能 在 补充 信息 量 的 基础 
上 ,通过 分 析 事物 发 展 规律 确定 出 白化 隶属 函数 w(z), 从 中 找 出 
以 最 大 隶属 度 we (ze) 为 像 的 实数 ze 作为 [cd] 的 白化 值 。 从 这 个 
意义 上 说 , 邓 氏 灰 数 是 最 灰 的 一 个 灰 数 。 

例如 ,土壤 对 速 氮 含 量 的 要 求 不 能 超过 55X10 "到 55X10 
时 ,其 效果 就 等 于 零 。[0 ，55X10 5] 是 一 个 邓 氏 灰 数 。 为 了 寻求 
其 白化 值 , 可 通过 实验 方法 求 出 含量 与 效果 之 间 的 函数 关系 ,进而 
求 得 白化 值 。 经 实验 知道 ,从 0 到 15X10“ 是 越 多 越 好 ,到 15X 
10 -后 效果 最 佳 ,但 超过 40X 10-* 效 果 就 逐渐 下 降 , 直 到 55 xX 
10-* 效 果 变 为 零 。 根 据 这 一 规律 ,可 确定 如 下 的 白化 隶属 函数 ， 


i ze [0,15 xX 10-5); 


olz) = Kolz)=0,7ER, 


pelz) = 11, zx € [15 xX 107°,40 xX 107°]; 
一 T6007 x € (40 X 10-*,55 X 10-°], 
容易 发 现 , 在 [15X10-*,40X10-“] 中 ,隶属 度 皆 为 1, 它 已 转化 为 
区 间 灰 数 。 因 此 15 X 10 “到 40 X10 之 间 的 数值 皆 可 作为 
[0 ,55X10”] 的 白化 值 。 根据 择优 原则 ,以 15X10- 为 白化 值 最 
为 理想 。 


通过 上 例 可 以 看 出 , 求 白化 隶属 函数 的 过 程 与 模糊 集合 论 中 
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求 隶属 函数 的 过 程 是 一 致 的 。 因 此 ,模糊 数学 中 的 一 些 方法 可 以 借 
监 到 灰色 数学 中 来 。 

若 灰 数 G, 和 G, 都 是 邓 氏 灰 数 或 都 是 区 间 灰 数 , 则 称 C, 和 
C: 为 同型 灰 数 。 


§ 3.3 区 间 型 灰 距离 空间 


作为 实 距离 的 推广 ,本 节 给 出 区 间 型 灰 数 间 的 距离 概念 。 
一 .区 间 型 灰 数 的 坐标 表达 式 
对 于 区 间 灰 数 4={a,6] 和 邓 氏 灰 数 B= [a,5], 当 4 和 B 给 
定 后 ,两 个 端点 a 和 6。 就 确定 了 。 当 给 定 两 个 实数 a<5 后 ,区 间 型 
灰 数 的 支架 集 EE 就 确定 了 ,E=[a,b]。 但 这 时 还 不 能 确定 此 区 间 
型 灰 数 是 区 间 灰 数 4 还 是 邓 氏 灰 数 B, 即 灰 数 的 灰 度 不 定 。 因 为 
区 间 灰 数 的 灰 度 为 0, 邓 氏 灰 数 的 灰 度 为 1, 所 以 可 用 0,1 表示 区 
间 灰 数 4 与 邓 氏 灰 数 已 的 区 别 。 作 对 应 
A: [a,6]l— (a,b,0); 
[4,0] |— (a,b,1)。 
令 
V={(z,y,z2)|r<y,z€E {0,1}}, 
则 4 是 g(1) 到 VY 的 一 一 对 应 。 由 于 VY 是 三 维 欧 氏 空间 的 子 集 , 所 
以 可 以 用 三 维 欧 氏 空间 中 的 点 (a,2,0) 来 表示 区 间 灰 数 [a,o], 用 
点 (a,6b,1) 来 表示 邓 氏 灰 数 [a,5]。 称 点 (a,b,0) 和 (a,5,1) 分 别 为 


区 间 灰 数 [a,6j 和 邓 氏 灰 数 [a,5] 的 像 点 , 称 了 为 g(7) 的 像 点 集 ， 
并 称 (a,5,0) 和 (a,5,1) 为 [a,5] 和 [a,5] 的 坐标 表达 式 , 记 为 


A= [a,6] = (a,b,0), 
B= [ab 一 (a,b,1)。 
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8 (7) 的 像 点 集 久 如 图 3. 3. 1 所 示 。 





图 3.3.1 
为 了 书写 方便 ,规定 :对 任意 的 区 间 型 灰 数 4, 用 P(A) 表示 
4 的 左 端点 ,用 Q(A) 表 示 4 的 右 端点 。 当 4 为 区 间 灰 数 时 , 令 
R(A)==0, 当 4 为 邓 氏 灰 数 时 , 令 R(4)=1, 则 
A= (P(A),Q(A),R(A)), 
其 中 ,P(4)<Q(4),R(4)=0 或 1。 


二 ,区间 型 灰 数 间 的 距离 


由 于 区 间 型 灰 数 可 以 看 作 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 点 ,因此 ,可 以 
依照 空间 点 的 距离 来 定义 区 间 型 灰 数 间 的 距离 。 
定义 3.3.1 设 4=(P(4),Q(4),R(4))， 
B=(P(B),Q(B),R(B)), 


则 称 
Pp(4,B)= 2 Vv 太 十 于 十 王 ， 


p= VBP(A)— P(B)Y, 
g= V(Q(4) — Q(B))’, 
r= VvV(R(A) — R(B))® 
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为 区 间 型 灰 数 4 ,已 间 的 距离 。 
例如 ,4 二 [一 1,1]=( 一 1,1,0)， 
B=[2,3]=(2,3,1), 
则 


P(A,B) = (一 1 一 2 天 十 人 一 3 十 (0 一 175 


一 V7。 

因为 三 维 欧 氏 空间 是 距离 空间 ,显然 ,区 间 型 灰 数 间 的 距离 p 
具有 下 列 性 质 。 

对 任意 的 区 间 型 灰 数 4A,B8、C, 有 

性 质 3.3.1 p(4,B) 之 0; 

性 质 3.3.2 p(4,B)=p(B,A); 

性 质 3.3.3 p(4,B)=0SA=B; 

性 质 3.3.4 po(4,B) 生 p(4,C) 十 o(CB,C)。 

由 性 质 3. 3. 1,3. 3. 3,3. 3.4 知 ,g《7) 关 于 o 构成 距离 空间 , 称 
8(7) 为 区 间 型 灰 距离 空间 。 

性 质 3.3.5 设 4,B 是 实数 ,d(A,B) 表 示 4 B 间 的 实 距离 ， 
则 p(4,8)=ad(4,B)。 

证 明 ， 设 A=[a,a]=(a,a,0),B=[5,6]=(6,6,0)， 











则 





p(A,B) = Ve 2 十 (aa 一 久 十 0 


一 |a 一 | 
=d(A,8B).。 
由 上 可 知 ,区 间 型 灰 数 间 的 距离 p 是 实 距离 4 的 推广 。 
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83.4 灰 函数 


函数 是 经 典 数 学 中 的 重要 概念 ,本 节 给 出 灰 函 数 的 概念 ,并 给 
出 将 实 函 数 延 拓 成 灰 函数 的 延 拓 法 则 。 


一 、 灰 函数 的 概念 


定义 3.4.1 设 DCg(1),f 为 DD 到 g(7) 的 一 个 对 应 ,。 若 了 
满足 Y zx€ED,3 y€Eg(《7) ,使 zy, 则 称 对 应 确定 了 D 上 的 一 
个 灰 函 数 , 记 为 y=f(z);D 称 为 定义 域 ,集合 

U= {f(r)|lr € D} 
称 为 函数 f(z) 的 值 域 。 

例 3.4.1 y=f(x)=[1,2],xE€g(1) 为 灰 常 函数 。 

例 3.4.2 y=f(z)=zx',zEg(7), 为 灰 罕 函数 。 

当 DCR,UCR 时 , 灰 函 数 为 普通 实 函 数 。 当 DR,UCR 
时 , 灰 函 数 为 实 值 灰 函数 。 

定义 3.4.2 令 D=N={1,2,…,n,…}, 则 灰 函 数 y= 了 (zx) 
为 灰 数列 (1) ,fC2)，… ,fCn),… 

一 般 地 ,对 于 灰 数 列 a1,a;，…,a,，…,a;Eg(1), 称 a, 为 灰 数 
列 的 通 项 或 第 n 项 , 灰 数 列 记 为 {a,}。 


二 、 实 函数 的 灰 延 拓 


对 于 实 函 数 y=7(z), 只 有 当 工 取 实 数值 时 ,> 才 有 意义 , 当 
工 取 区 间 型 灰 数 时 ,y 无 意义 。 

在 经 典 微 积分 中 ,基本 初等 函数 起 着 非常 重要 的 作用 .有 了 灰 
函数 后 ,自然 希望 将 实 函 数 的 定义 域 扩充 到 区 间 型 灰 数 中 ,使 之 拓 
广 为 灰 色 数 学 中 的 灰 函 数 。 为 此 ,下 面 给 出 延 拓 实 函数 的 一 般 法 
则 。 

定义 3.4.3 设 y=f(z),zED 为 一 实 函 数 ,对 于 任意 的 区 
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间 [a,5], 且 [4,56]NND 关 多 ,规定 
fl[a,b)) aL inf fz), esp of C7)] 


rE[a 


Fes 全 < 和 7 ， -eno 


这 样 , 实 函 数 y= 了 f(z) 的 定义 域 就 扩充 到 了 区 间 型 灰 数 中 ,所 
得 的 灰 函 数 仍 记 为 y= 二 (zx), 此 时 的 定义 域 为 
D= {zlIr€E gD,E, NN Dz LG}. 
由 定义 知 ,只 有 当 [4,8] 由 D 关 GB 时 ,f([a,5]) 和 f[(a ,6]) 才 


有 意义 ,否则 ,无 意义 。 
当 z 取 实数 值 时 , 灰 函 数 就 是 原来 的 实 函数 。 
按 此 法 则 ,任意 的 初等 函数 都 可 延 拓 为 灰 函 数 。 
例 3.4.3 实 函 数 y=7(z)=z,zER。 此 函数 延 拓 为 灰 函 数 
则 为 
y= f(x) = zx, 7x € g(1), 
例 3.4.4 实 函数 y=27,z€ER。 该 函数 延 拓 为 灰 函 数 则 为 
y= 2= (2®,20n,R(z)) ,x € g(1)。 
例 3.4.5 实 函数 y=sinr,zE [一 子 , 屯 ]。 该 西数 延 拓 为 灰 
函数 则 为 
y= sinr = (sint,sins, R(x)), x € D, 


其 中 ， 


t= max{P (x), 一 号 } 一 min|Qdz) ,到 |， 


B= {zlz € gtD,E.N[-— 3,3]z 2). 
例 3.4.6 实 函数 >=Inz,zE[1, 十 co)。 该 函数 延 拓 为 灰 函 
数 则 为 
2 一 Inz 一 (lnt,lnQ(z),RCz)),zeE D, 
其 中 ,一 max{(P(z),1) ,一 {zlzEg(CD)E 站 1, 十 ceo) 夭 弛 )。 
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§3.5 灰 极 限 


本 节 将 在 上 一 节 的 基础 上 讨论 灰 函 数 的 极限 。 
一 \ 灰 区 域 的 概念 


定义 3. 5.1 设 zEg(T) ,6 为 实数 , 且 S>0, 则 称 集合 
{z|p《z,z0) 过 6,TEg8(T)} 为 以 zo 为 中 心 ,5 为 半径 的 灰 邻 域 , 记 
为 NCzo,6)。 

定义 3.5.2 设 DCg(1),zo€g(7), 若 对 任意 的 实数 6 二 0， 
在 NGCzo,6) 中 恒 有 无 穷 多 个 万 中 的 区 间 型 灰 数 , 则 称 ze 为 也 的 
一 个 灰 极 限 点 。 

定义 3.5.3 设 zoEDD, 若 存在 9$>0, 使 NCzo,)SD, 则 称 
Zo 为 了 的 灰 内 点 。 

定义 3.5.4 若 DD 中 所 有 的 点 都 是 灰 内 点 , 则 称 DD 为 灰 开 
集 。 

定义 3.5.5 集合 人 的 所 有 极限 点 的 集合 称 为 D 的 灰 导 集 ， 
记 为 D'。 

定义 3.5.6 车 D'SCD, 则 称 D 为 灰 闭 集 。 

定义 3.5.7 若 中 任意 两 点 都 可 用 完全 属于 的 折线 连 
接 , 则 称 D 具 有 连通 性 。 

定义 3.5.8 若 DD 是 灰 开 集 , 且 具有 连通 性 , 则 称 D 为 灰 
区 域 。 

定义 3.5.9 若 口 为 灰 区 域 , 则 称 DUD' 为 灰 闭 区 域 。 

定理 3.5.1 若 刀 是 灰 区 域 , 则 刀 中 的 灰 数 都 是 同型 灰 数 。 

证 明 :VY zED, 显 然 ,在 以 z 为 中 心 .半径 小 于 去 的 邻 域内 的 
区 间 型 灰 数 都 与 x 同型 。 所 以 ,D 中 的 灰 数 都 是 同型 灰 数 。 
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二 、 灰 数列 的 极限 
定义 3.5.10 设 {zx,} 为 一 灰 数 列 ,a 为 一 区 间 型 灰 数 。 若 任 给 
e>0, 存 在 自然 数 N, 当 >N 时 ,有 plz,,a)<e 成立 , 则 称 a 为 灰 
数列 {z,} 当 n 趋 于 无 穷 时 的 极限 , 记 为 limz, 二 a。 
灰 数 列 的 极限 有 如 下 性 质 。 
和 性质 3. 5. 1 
limPCz,) = P(a), 
limz, = ac—>) limQ(z,) = Q(a), 
limR(z,) = R(a)。 
证 明 : 
因为 limzo 一 a, 所 以 , 任 给 se>0 ,存在 六 >0, 当 ” 盖 N 时 ,有 
plzwa)< 广 。 
当 n>N 时 有 
IP(z.) — Pla)| < 2p(x,,4) < es 
IQ(z,) — Qa)| < 2p(z,,a) < 
IR(z,) — R(a)| < 2p(z,,a) 一 e。 
由 定义 知 limP(z,) =P(a) ‘limQ(z,) =Q(a), limR(zx,) 一 
Ra)。 
任 给 e>0, 存 在 Ni>0, 当 "> Ni 时 ,有 |P(z) 一 P(a)1< 二 
成 立 ; 
存在 Ns>0, 当 n>N; 时 ,有 |QCz,) 一 Q(a)|< 坟 成立; 


存在 Ns>0, 当 w>Ns 时 ,有 |RCz,) 一 R(a)|< 扎 成立。 
取 N 二 max{NNi,Ni,N,}, 则 当 n>>N 时 ,有 


V2 


PCza) 一 四: 二 
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成 立 , 其 中 ， 
p» = NV Plz,) — Pla))’, 
qs = NM (Q(z,) — Qa))’, 


r= N(R(z,) — R(a))’。 

由 定义 知 limz, 二 a。 

由 此 性 质 知 , 求 灰 数列 的 极限 问题 可 转化 为 求 三 个 实数 列 的 
极限 问题 。 

性 质 3.5.2 若 {zx,} 有 极限 , 则 极限 唯一 。 

性 质 3.5.3 若 limzx。 二 a, 则 存在 No>>0, 当 n>N。 时 ,R(x,) 
=R(a),。 

即 当 充分 大 时 ,xz, 与 a 为 同型 灰 数 。 

性 质 3. 5. 4 设 imz, 一 avlimy 一 2, 则 

(1) lim(z,+y,)=atb; 

(2) lim(z,—y")=a—b; 

(3) lim (zn * y,)=a* bs; 

(4) lim(z,/y,) 二 a/b, 其 中 ,0& EE,。 

证 :(1) 因 为 limz, 二 a,limy 二 b, 所 以 ， 

limP(z,)=P(a), limP(Cy) 一 PCO)， 
limCP(z 十 y%)) 一 limCPCz,) 十 PC 
一 PCa) 十 P(G) 一 已 Ca 十 p) 。 
同 理 ， 
lim(QCz， 十 yo)) 一 QG 十 0)。 

当 半 充分 大 时 ,有 z, 与 a 同型 ,y, 与 2 同型 ,所 以 z, 十 与 4 

十 5 同型。 即 当 x 充分 大 时 ,有 R(z, 十 y,) 一 Rla+b), 故 
limRCz。 十 yn) 一 Ra 十 50); 
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lim (z。 十 y) 一 a 十 0。 
(2)( 略 )。 
(Px, y,)=min{P(r)P(y,), P(r)Q(y,), 
QT)IP (ys) ,Q(z QCy,)}, 
Plab)=min{P(a)P(B) ,P(A)QYG) ,Qa) Pb), 
QCa)QCG) )。 
不 妨 设 Plab) 一 P(a)。P() 。 下 面 分 几 种 情况 证 明 。 
@ 若 Po)Q(GD) 二 PCa)PG)， 
Qa)P(b)>P(a) Pb), 
Q(a) .“QCD)>PCa)PC)， 
则 由 实数 列 的 性 质 知 :存在 N>0, 当 n>N 时 ,有 Pl(z,* y,)= 
P(xz,)，P(y,)。 所 以 
limP (zy,)= lim(Plz,) * Pl(y,)) 


= P(a) . P(b) = Plab), 
@ 若 Pa)Q(OD) 一 P(aJP(D)， 
QYPE>PY PD), 
QQ SPa) PD), 
则 由 实数 列 的 性 质 知 :存在 N0, 当 n>>N 时 ,有 
Plr,* y,)=min{P(z,)* Py), P(r) * QCy) )。 
因为 
lim[P Cz) + PAY)]= lim[P(z,) + Q(y,)] 
= Pl(a) . P(b), 
所 以 , 任 给 es>>0, 存 在 Ni>>0, 当 n>>Ni 时 ,有 
IP(z)P(y,) — Pla) .P(G)| <e, 
存在 N;>0, 当 n>N, 时 ,有 |P(z,)* Q(y,) 一 P(a)P(6)|<e。 
取 N=max{Ni,N,), 则 当 n>>N 时 ,有 
IP(zx,y,) — Pla)* P(b)| < e, 
即 
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limP (zx,y,) = Pla * 6b)., 
@ 若 PCa)P(8)=P(a)Q(b)=Q(a)P(b), 
Q(Ce)Q(CD) 二 Po)P(C)， 
同 理 可 证 limP(zsy,) 一 PCab)。 
@ 著 P(e)P(6)=P(a)QC6)==Q(a)P(6) 二 Q(a)Q(5), 同 理 
可 证 limP(z,y,) =P(ab)。 
综 上 四 种 情况 有 
limP(zx,y,) = Pl(ab)., 
同 理 可 证 ,limQ(zny,)==Q(ab)。 
当 n 充 分 大 时 ,有 z, 与 a 同型 ,y, 与 5 同型 ,所 以 zy 与 a，* 
4b 同 型 , 即 R(x,y,) 二 Rl(ab)。 综 上 得 
limR(z,y, = R(ab); 





lim (zny,) = a * b。 


(4)( 略 ) 。 
三 \ 灰 函数 的 极限 


定义 3.5.11 对 于 灰 函 数 y=f(x),zED, 设 zo 是 DD 的 一 
个 灰 极限 点 ,4 为 一 区 间 型 灰 数 。 若 任 给 实数 0, 存在 实数 5 二 
0, 当 XED 且 0<plz,zo)<8 时 ,有 pC(f(z),4)<e 成 立 , 则 称 A4 
为 函数 y=f(z) 当 z 沿 着 DD 趋 于 x。 时 的 极限 , 记 为 lim f(x) 二 A， 
a€D 
简 记 为 limf(x)==4。 
例 3.5.1 设 y=f(z)=z,zEg(1)。 对 任意 的 z,Eg(1), 有 


limf(x)=limz=Zxo。 
ry 


例 3.5.2 设 y=f(z)=c,z€Eg(1)。 对 任意 的 zoEg(1), 有 
limf(z) 二 limc 二 c, 即 常 函 数 的 极限 等 于 自身 。 


x0 


灰 函 数 的 极限 具有 下 列 性 质 。 
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性 质 3. 5. 5 
lim P(f(z)) = P(A), 


PnP 
QcD-Qdo) 
Rn 一 Rtzo) 


limf(z) = 4< 一 m ,Qfz)) = Q(A), 


Pa 一 PGzo 
QcD-Qdco) 
RCz) 一 Rzo) 


lim R(f(z)) = R(A), 


PCz) 一 PCzo) 
QA) 
Rr) Ro) 


证 明 :( 略 )。 

由 于 PC(f(z)),Q(f(z)),R(f(z)) 是 P(r),Q(z),R(z) 的 三 
元 函数 ,所 以 ,由 此 性 质 知 , 求 一 个 灰 函 数 的 极限 问题 可 转化 为 求 
三 个 三 元 实 函数 的 极限 问题 。 

性 质 3. 5.6 设 limf(z)==4,limg(zx)==B, 则 

Dlim(f(z)+g(z))=A+B; 

(2)lim (f(z) —g(7x))=A—28; 

C3)lim (fz) "g(r7))=A. B; 

(4)lim(f(z)/g(zx)) 二 4A/B, 其 中 0& Es。 

证 明 :( 略 )。 


四 、 灰 函数 的 连续 性 


定义 3.5.12 设 yf(z),r,zoED, 若 limf(z) 二 f(zo), 则 
称 f(x) 在 xo 点 连续 。 
定义 3.5.13 设 y=f(zx),z€ED,D 为 灰 区 域 . 车 f(z) 在 DD 
中 每 一 点 连续 , 则 称 f(z) 在 灰 区 域 D 内 连续 。 
例 3.5.3 f(z)=z,zEg(1), 对 于 任意 的 zo€g(1), 有 limzx 
三 To 三 f(zo)。 所 以 f(r) 二 zx 在 zo 点 连续 ,由 zo 的 任意 性 知 ， 
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f(x) 二 x 在 g(1) 内 连续 。 


33.6 区 间 型 灰 数 的 顺序 





为 了 解 灰 线性 规划 问题 ,本 节 定 义 区 间 型 灰 数 的 顺序 。 
定义 3.6.1 设 4 为 区 间 型 灰 数 , 称 


[PA) + Q(4)] 


为 4 的 心 , 记 为 GA。 

对 于 任意 的 区 间 型 灰 数 4,8, 若 4==B, 则 称 4A 与 8 同 
心 , 记 为 4~B。 

定义 3.6.2 设 A,8 为 两 个 区 间 型 灰 数 ， 

() 若 DO4>@DB, 则 称 4 大 于 有; 

(2) 若 DO4==@OB, 且 PC(C4)>P(B), 则 称 4 大 于 B; 

(3) 若 DO4=@OB,P(4)=P(GB),RGC4)>>RGBS), 则 称 4 大 于 


可 用 符号 A 之 8 表示 4 大 于 了 ,也 称 刀 小 于 4, 记 为 <4。 

此 处 定义 的 区 间 型 灰 数 的 顺序 有 下 列 性 质 : 

性 质 3.6.1 设 4, 有 为 任意 两 个 区 间 型 灰 数 , 则 4 之 有 
A=B,A<B, 有 和 且 仅 有 一 个 成 立 。 

可 用 “<<” 表 示 小 于 或 等 于 。 

性 质 3.6.2 4 和 4。 

性 质 3.6.3 若 4 和 8, 且 有 4, 则 4=B。 

证 明 : 由 AB 知 ,©A<OEOB, 又 B<A,O©B<OA, 故 ©4= 
©B, 

同 理 有 P(4)=P(B),R(A)=R(B), 

所 以 A=B。 

性 质 3. 6. 4 设 A4,B,C 为 任意 三 个 区 间 型 灰 数 , 若 A4<B， 
B<C, 则 A<C。 
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证 明 : 若 A4=B 或 B= 二 C,AC 显 然 成 立 , 下 面 设 A<=<B， 
有 <C。 
(DOA4=©B 
由 于 ©B<EC, 则 OA<E、C, 所 以 A<C。 
(2)©A=©B,P(A)<P(B) 
若 昌 B=©C, 则 有 A=©、C, 所 以 A<C。 
若 人 B= 二 ©C, 由 P(B8)<P(C), 得 P(A4)<P(C), 所 以 A<C。 
(3)O0A4A=©B,P(4)=P(B),R(A)<RB) 
若 OB<OC, 则 @O4<<@C, 所 以 4<C。 
车 ©@B8=©C,PC(B8)<PCO), 则 P(4)<P(O), 所 以 A<C。 
综 上 所 述 , 有 AC 成 立 。 
性 质 3.6.5 设 4,B,C 为 任意 三 个 区 间 型 灰 数 , 若 4A<B, 则 
A+C<B+C。 
证 明 : 若 4=B, 显 然 有 4 十 C=B 十 C。 以 下 设 4B。 
(DOA<OB, 
由 于 
P(A+C)= P(A) + PO), 
Q(A+C) = QA4) + QC), 
P(B+C) = P(B) 十 P(C)， 
Q(B+C) = QB) + QC), 
则 


@C4+C)= 二 (PCA+C)+Q(C4 二 C)) 


= 去 CPC4) 十 QCA)) 十 寺 CP(C)+QCC)) 
=©A+QOC<OB+OC 
=©(B+C), 
所 以 A+C<B+C, 
(2)O4=OB,P(4)<P(B)。 
此 时 ,O(4+C)==O4+OC=OB+OC=O@O(CB+C)， 
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P(A+C)= P(4) + PC) 
<P(B) + PC) = P(B+O), 
所 以 
A+C<B+C, 
(3)©A=©OB,P(A)=P(B),R(A)<RB) 
此 时 ©@(A+C)=(B+C); P(A+C)=P(B+O); 
又 
R(A+C)<RB+O), 
所 以 A+C<B+C, 
综 上 所 述 ,有 A 十 C<B 二 C。 
由 性 质 3. 6. 2、3. 6. 3、3. 6. 4 知 ,g(1) 关 于 “二 ”构成 全 序 集 。 
性 质 3.6.6 设 A=[P(4),Q(4)],B8=[P(B),Q(B)], 若 
存在 下 列 情况 之 一 : 
(1) P(A)S<P(B), Q(A SKQB), 
(2) Q(A) SPB), P(A)LQB), 
则 有 AB。 
证 明 : 由 (1),P(4)<P(B),Q(4)Q(B), 可 得 
P(A) + Q(A) < PB) + QB), 


P(A) + QA) 一 PCB) + QB) 
2 " 2 o 


由 定义 3. 6.2 知 ,A<B。 
由 (2),Q(A)<P(B),P(4)<Q(B), 可 得 ， 


Q(A) + P(A) 过 LB) 十 Q(B) 
2 Wn 2 o 


由 定义 3. 6.2 知 ,A<B。 
故 性 质 3. 6.6 成 立 。 
由 性 质 3. 6. 6, 可 把 两 个 区 间 型 灰 数 的 大 小 比较 由 灰 数 心 的 
比较 转换 为 区 间 端 点 的 比较 。 这 将 给 实际 应 用 带 来 很 大 方便 。 
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8$3.7 区 间 型 灰 和 矩阵 及 其 运算 





区 间 相 同 的 邓 氏 灰 数 和 区 间 灰 数 参 加 运算 后 所 得 的 区 间 是 相 
同 的 。 为 表示 方便 ,在 不 发 生 混淆 的 情况 下 .用 C.. 来 表示 区 间 端 
点 为 a 和 45 的 区 间 灰 数 或 邓 氏 灰 数 。 


一 、 灰 矩阵 的 基本 概念 


定义 3.7.1 设 GooES(CD Gi=1,2, mj 二 1,2)， 
称 m 行 n 列 数 表 
Gi ‘Gam Gk 
Gos Gas “Gow, 
Go Gis, “Gan, 
为 mXn 区 间 型 灰 和 矩阵 ,简称 为 mXn 灰 矩 阵 , 记 为 
Gs Gos * Go, 


1 


Gs Gm “Ge. 
4= (GD)=(O=| |, 
Co Ce 后 Co 


当 灰 矩阵 中 有 些 元 素 为 实数 ,有 些 元 素 为 区 间 型 灰 数 时 ,矩阵 
正 是 邓 聚 龙 教 授 提 出 的 “矩阵 中 含有 灰 元 ”的 矩阵 ,可 称 之 为 拟 灰 
矩阵。 拟 灰 和 矩阵 是 灰 和 矩阵 的 特例 。 

当 m==n 时 , 称 (G) 为 n 阶 灰 方 阵 。 

在 nn 阶 灰 方 阵 中 , 当 i 关 j 时 ,车 Gs 二 0, 则 称 (G) 为 对 角 灰 方 
阵 , 即 
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Ges, 
在 对 角 灰 方 阵 中 , 若 Go 一 1 (=1,2,…,n), 则 称 (G) 为 单 
位 灰 方 阵 。 
当 m=1 时 , 称 (G)== (Gs Go Go ) 为 行 矩阵 。 
(ep 


G, | 
当 n=1 时 , 称 (G)=| "| 为 列 矩 阵 。 
Gan 
若 4=(Gw) 与 B8 二 (Gi.,) 都 是 mXn 和 矩阵 ,并 且 它们 的 对 应 
元 素 相 等 , 即 


Gs = Ga (= 1 m3j = 1,2,.%,n), 

则 称 灰 矩阵 4 与 B 相等 , 记 为 4=B。 

二 、\ 灰 矩阵 的 运算 

1. 友 婚 阵 的 加 法 

设 有 两 个 mXn 灰 矩 阵 4 一 (Go),B 一 (Go , 则 4 与 巨 的 
和 记 为 4 十 B。 规 定 

4 十 BeCG 十 Go)。 

其 中 ， 


人 十 cb; 十 djj]， 当 G。w,Gw 为 区 间 灰 数 时 ; 
Go, + Gon, et a 


[as 十 c， 必 十 di]， 其 它 情 况 。 

注 :只 有 当 两 个 灰 矩 阵 的 行 数 相同 列 数 相同 时 ,才能 相 加 。 
2. 区 间 型 灰 数 与 灰 起 阵 的 来 法 

设 4€Eg(7) ,4 二 (Gs), 规 定 
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XA def (A Go)。 
当 4=0 时 ,显然 有 0: 4=0 
当 4 为 区 间 灰 数 时 ,X4.G,,w 与 G6 是 同型 灰 数 。 
当 24 为 邓 氏 灰 数 时 ,4* Gs 是 邓 氏 灰 数 。 
3. 灰 算 阵 的 来 法 
设 4 二 (Giw) 为 mxXs 灰 矩 阵 ,B 一 (Go ) 为 sXn 灰 和 矩阵 , 则 
AX BG,.,). 
其 中 ， 
Gp = Gan * Ga + Gat, Ga 十 人 十 Go Go 
(= 1,2, m3j = 1,2,. 。 
当 且 仅 当 和 矩阵 4 的 第 i 行 元 素 与 矩阵 B 的 第 j 列 元 素 都 是 区 
间 灰 数 时 ,G,., 为 区 间 灰 数 ; 否 则 ,G,./, 为 邓 氏 灰 数 。 
当 A=0, 或 B=0 时 ,显然 有 4XB=0。 
显然 ,AXB 为 mXn 和 矩阵 。 
注 :只 有 当 4 的 列 数 与 B 的 行 数 相等 时 ,4XB 才 有 意义 。 
4. 灰 矩 阵 的 转 置 
把 灰 和 矩阵 4 的 行 换 成 同 序号 的 列 得 到 的 一 个 新 矩阵 , 称 之 为 
4 的 转 置 矩阵 , 记 作 47 或 4'， 
Ca 二 Co 














Gis ee Gi 
设 4 为 n 阶 灰 方 阵 ,车 A' 二 4, 则 称 4 为 对 称 灰 方 阵 。 


_[[1,2] [3,4] zr_[[1i,2] [5,6] 
例如 ,4=[ [36 [7 ]: 则 A [rs a 


三 ` 区 间 型 灰 矩 阵 的 运算 性 质 


设 1,wESs(D,4,B,C 为 mXn 灰 矩 阵 ,由 灰 和 矩阵 的 加 法 及 数 
乘 定义 ,显然 有 如 下 性 质 : 


Go Go, 
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性 质 3.7.1 4 十 B 一 B 十 4， 

(4 十 下 ) 十 C 一 4 十 (B 十 C) 。 

性 质 3.7.2 Gp) :A=4X. (wk 4) 一 An， (1，4)。 

当 4,p 及 4,8B 的 所 有 元 素 都 是 正 区 间 型 灰 数 时 ,有 

性 质 3.7.3 GQ+p)，A==X*A+j* A。 

性 质 3.7.4 4X4. (A+B)=A4.，A+X.。B。 

灰 矩 阵 的 乘法 显然 不 满足 交换 律 。 由 于 区 间 型 灰 数 不 满 足 乘 
法 对 加 法 的 分 配 律 ,所 以 , 灰 矩 阵 的 乘法 对 加 法 的 分 配 律 也 不 成 
立 。 但 在 某 些 特殊 条 件 下 ,分配 律 仍然 成 立 。 

在 运算 许可 的 条 件 下 ,有 

性 质 3.7.5 (4XB)XC=AX(BXC)。 

性 质 3.7.6 当 XE€R 时 ,有 

(4XB) 一 (0.4)XB 一 4X(.B)。 

在 运算 许可 的 条 件 下 , 灰 矩 阵 的 转 置 运算 有 如 下 性 质 : 

性 质 3.7.7 〈(4)7)7 一 4。 

性 质 3.7.8 〈4 十 B)7 一 47 十 B7。 

性 质 3.7.9 (AM4)7 一 1。47。 

性 质 3.7. 10 (AXB)"=B"X A。 

以 上 性 质 的 证 明 ,与 实 矩阵 相应 性 质 的 证 明 类 似 , 故 略 。 

定理 3.7.1 设 灰 矩阵 4,B,C 的 所 有 元 素 都 是 正 区 间 型 灰 
数 , 则 在 运算 许可 的 条 件 下 分 配 律 成 立 , 即 

ACB+C) = AB++ AC, 

证 明 : 设 4 为 mXs 灰 矩阵 ,8B 和 C 为 sXn 灰 矩阵 ,4= 
(G44) ,B= (Ga) ,C= (G.,.,)。 

由 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 定义 知 ,A4(B 十 C) 与 4B 十 4C 都 是 mXn 
灰 矩 阵 。 

位 于 4(B 十 C0) 的 第 i 行 第 j 列 元 素 是 


DG Gas, 十 Guy) (3-7-1) 
k=1 
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位 于 4B 十 4C 的 第 i 行 第 j 列 元 素 是 
D6, “Gat > "Gy (3-7-2) 
由 于 4,8,C 的 所 有 元 素 都 是 正 区 间 型 灰 数 ,由 定理 3. 2.1 知 
(3-7-1) 式 可 化 为 
DG Go + Gn Go 


三 Sr Ot Se. "Go, 
k=1 k=1 
与 (3-7-2) 式 相等 。 由 矩阵 相等 的 定义 知 
A(B+C) 一 4B 十 4C。 


\ 区 间 型 灰 向 量 及 其 运算 性 质 


定义 3.7.2 设 G,G;,…,G,Eg(1), 则 称 有 序数 组 G1，,G， 
…,G, 为 n 维 区 间 型 灰 向 量 , 记 为 4= (G1,G:,…,G,), 称 G, 为 灰 
向 量 4 的 第 i 个 分 量 ,也 称 为 第 i 个 坐标 。 
称 (0,0,…,0) 为 灰 零 向 量 , 记 为 0。 全 体 维 区 间 型 灰 向 量 的 
合 记 为 V,(7)。 
下 面 定 义 区 间 型 灰 向 量 的 运算 。 
1. 加 法 运算 
(GyG 1G,) + (G1,G'2,%" ,OG',) 
def(G, + Gi,Gs + G'sG, 十 G)。 
2. 减法 运算 
(GI CO sG) Pe (G1 GD ,G',) 
def(G) — G1,G2 — Gas"),G, — G's)。 
3. 数 乘 运算 
VCGEg(D)， 
G X (G1,G2r%sG,) SEG ,Gs ,G,) XG 
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def(G X Gi,G X GuG XG.)。 


4. 数量 积 运算 
(GeG) (GCC 

dG G 十 G G 十 … 十 GG'。 

由 区 间 型 灰 数 的 加 法 和 数 乘 运算 的 定义 ,对 Y 4 ,B ,CE 
V.(1),Y G,G'Eg(1), 有 

(1) A+B=B+A; 
(2) (4 十 B) 十 C 一 4 十 (B 十 C); 
(3) (GXG')XA=GX(G' XA)=G’' Xx (GX 4),。 
注 : 数 乘 对 灰 向 量 加 法 的 分 配 律 不 成 立 。 
由 定理 3. 2. 1, 易 证 下 定理 成 立 : 
定理 3.7.2 设 G,Gi,G'; 为 正 区 间 型 灰 数 ,i 二 1,2,…,n, 则 


G X [Gi,G2,%%,G,) 十 (GCCG')] 
=GX (GG ),G,) + GX (G62 ,G',)。 

由 数量 积 的 定义 知 ,交换 律 成 立 。 同 样 由 定理 3. 2. 1 易 证 : 若 

向 量 4,B,C 的 所 有 坐标 都 是 正 区 间 型 灰 数 , 则 
A*(B+C)=A.B+A.C,。, 

灰 矩 阵 的 每 一 行 可 以 看 成 是 一 个 灰 向 量 ,每 一 列 也 可 看 成 是 
一 个 灰 向 量 。 这 样 若 4 为 一 个 mXn 灰 和 矩阵 , 则 4 有 m 个 n 维 区 
间 型 灰 向 量 ,这 些 灰 向 量 称 为 4 的 行 向 量 组 。 同样 ,4 有 nn 个 m 维 
区 间 型 灰 向 量 , 这 些 灰 向 量 称 为 4 的 列 向 量 组 。 


$3.8 区 间 型 灰 行列 式 


在 研究 灰 控 制 . 灰 决策 、 灰 方程 组 时 ,将 会 遇 到 由 区 间 型 灰 数 
构成 的 行列 式 。 本 节 将 给 出 区 间 型 灰 行列 式 的 定义 及 运算 性 质 。 
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一 ` 区 间 型 灰 行 列 式 的 概念 


定义 3.8.1 设 有 * 个 区 间 型 灰 数 , 排 成 4 行列 的 数 表 : 


Gos Gis “ Go, 
作出 表 中 位 于 不 同行 不 同 列 的 个 区 间 型 灰 数 的 乘积 ,并 冠 以 符 
号 (一 1) ,得 出 形 如 

(一 DIGG Ge 

的 项 ,其 中 记 ,p ,为 1,2,… 和 的 一 个 排列 ,: 为 这 个 排列 的 

道 序数 ,这 样 的 项 共有 n! 个 ,其 代数 和 
ZI (一 DG Gs" Ge,, 

称 为 由 这 天 个 区 间 型 灰 数 构成 的 阶 区 间 型 灰 行列 式 , 简 称 为 n 
阶 灰 行列 式 , 记 为 det(G) 或 1G|, 即 

Gm Go … Go 


称 C。 为 det(C) 的 元 素 。 

由 排列 的 对 换 原 理 ,可 得 : 

定义 3.8.2 n 阶 区 间 型 灰 行列 式 也 可 以 定义 为 

det(G) = 2 (~— 1)'G, 4 Ges Ges,» 

其 中 请 ,pb 为 1,2,… ,nn 的 一 个 排列 ,z 为 这 个 排列 的 逆序 
数 。 

当 n=1 时 ,有 IG | 一 (人 

当 n=2 时 ,有 
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Go Ga 
六 大 证 


a by 


例 3.8.1 与 实行 列 式 类 似 ,有 





be C。 Pe Gs, I C。 SM 





0 Ga 


am 一 
2 站 


= (一 DG Go Ge. 


Gi 0 
这 两 个 行列 式 分 别称 为 主 对 角 行列 式 和 副 对 角 行列 式 。 
例 3.8.2 证 明 


Gas 0 
G,.. 
det(GA) 一 | 一 GCC 


Gos Gas Ges, 
证 明 : 因 为 当 j>i 时 有 G。,==0, 所 以 在 det(G4) 中 ,不 为 零 
的 项 (一 1)'G。 GG 应 满足 p11,p: 二 2,…, psn, 所 
以 有 p=1,ps==2,…,p,==n, 即 
det (Ga)= (一 1)'G,. GG 
= G6 Go "Gab, 
此 行列 式 称 为 下 三 角 行 列 式 。 
同 理 ,有 
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det(Gs) 一 
0 Co 
= Ga mnGos,"" Ga e 
此 行列 式 称 为 上 三 角 行 列 式 。 
定义 3.8.3 设 


det(G) = 








称 行列 式 








Gs Go 
为 det(G) 的 转 置 行列 式 , 记 为 det(G)”。 
二 、 灰 行列 式 的 性 质 


性 质 3. 8.1 区 间 型 灰 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 。 即 
det(G)=det(G)", 

由 此 性 质 知 , 灰 行 列 式 的 行 与 列 具 有 同等 地 位 , 凡 对 行 成 立 的 
性 质 对 列 也 成 立 。 反 之 亦 然 。 

性 质 3. 8. 2 互 换 灰 行列 式 的 两 行 ( 列 ), 灰 行列 式 变 号 。 

性 质 3. 8. 3 ” 灰 行 列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 的 元 素 都 乘 以 同 
一 实数 &, 等 于 用 & 乘 灰 行 列 式 。 

推论 ” 灰 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 的 实 公 因 式 可 以 提 
到 行列 式 符号 的 外 面 。 

推论 若 灰 行列 式 的 某 行 ( 列 ) 元 素 全 为 零 , 则 此 灰 行列 式 等 
于 零 。 
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性 质 3.8. 4 设 灰 行 列 式 的 各 元 素 都 是 正 区 间 型 灰 数 , 且 某 

一 列 ( 行 ) 的 元 素 都 是 两 个 正 区 间 型 灰 数 之 和 , 则 
Gi Go Ge 十 GD Ge 
G,,. (Gas 十 GD) “Gos 
det(G) 一 | 人 
Go Go (Gow +O) Ge 


Gs Git Ge on Go 





Gos "Go, 
证 明 : 由 定义 
det(G) = BD)— DG Gsm Go, + Gon) Gu。 
由 定理 3. 2. 1 知 
Gan Ga (Go 十 GD 和 Go 
= Gan Got Gat" Go 十 Go 
det(G)= 2)(— DG Go Gaon," 
+ 2 — DG GG Gs, 
所 以 性 质 3. 8. 4 成 立 。 
由 于 区 间 型 灰 数 关 于 加 法 运算 没有 负 元 ,及 乘法 对 加 法 的 分 
配 律 不 成 立 , 所 以 实行 列 式 的 许多 性 质 灰 行列 式 都 不 具备 。 如 
(1) ”即使 灰 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 元 素 相同 灰 行 列 式 也 不 一 
定 为 零 。 例 如 
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人 [1,3]| - [1.2]. [1,3] 一 [2]. 01,3] 


[1,2] [1,3] 
二 [一 3,3] 关 0。 
(2) ”实行 列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 ,对 灰 行 列 式 不 成 立 。 如 
[4s 0 0 
0 区 开本 
0 1 1 


一 [1,2].[1,3] 一 [1,2]。[3,4] 








一 [一 7,3]， 


[1,2] 


| |= aaal- cs 


= [— 6,0]。 
所 以 计算 行列 式 的 最 好 方法 是 定义 。 


8$3.9 区 间 型 灰 线性 方程 组 的 求解 


线性 方程 组 是 经 典 数学 的 重要 组 成 部 分 ,同时 也 是 研究 经 典 
系统 的 理论 工具 。 然 而 ,用 线性 方程 组 研究 灰色 系统 ,就 显得 无 能 
为 力 了 .为 了 更 好 地 研究 灰色 系统 ,本 节 将 给 出 区 间 型 灰 线 性 方程 
组 的 定义 ,并 给 出 它 的 一 般 解 法 。 


一 .基本 概念 


邓 聚 龙 教授 指出 :“ 含 有 灰 系 数 的 方程 称 为 灰 方程 .”® 下 面 将 
灰 方程 的 概念 进行 推广 ,并 给 出 灰 线 性 方程 组 的 概念 。 
定义 3.9.1 YA, XEg(G), 称 


4.X'=0 (3-9-1) 
气 


加 邓 聚 龙 . 灰色 控制 系统 . 武汉 :华中 工学 院 出 版 社 ,1985. 
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为 一 元 # 次 灰 方 程 . 当 z 王 1 时 , 称 为 一 元 一 次 灰 方程 ,也 称 为 一 元 
线性 灰 方 程 (其 中 g(G) 为 所 有 灰 数 构成 的 集合 )。 
定义 3.9.2 VY 4;,X;, BEg(G), 称 
六 4x =B (3-9-2) 
为 n 元 线性 灰 方程 ,由 有 限 个 元 线性 灰 方 程 组 成 的 方程 组 , 称 为 
n 元 灰 线 性 方程 组 。 
由 于 在 灰色 系统 中 常见 的 多 为 区 间 型 灰 数 ,因此 下 面 仅 讨论 


由 区 间 型 灰 数组 成 的 方程 组 。 
定义 3.9.3 VCGowG- GasES(CTD, 称 


半 cooco = Gi i= 12,° (3-9-3) 


为 nn 元 区 间 型 灰 线性 方程 组 ， 简称 为 mXn 灰 线性 方程 组 。 
因为 G。w 一 [ab],Go 一 [zsyy],Ges 二 [evdi], 所 以 方 
程 组 (3-9-3) 又 可 表示 成 如 下 形式 : 
[an bu Jz y] 十 … 十 [anypo][zy] 王 [cd] 
[aaba [zy 十 + Laz sban Lx, ys] = [cisdz] 


Lambm J [ris yy] 十 … 十 [am sbmn [zs Yn] = [cdo] 
(3-9-4) 
下 面 就 讨论 这 类 灰 线性 方程 组 的 解法 。 对 方程 组 (3-9-3) 的 系 
数 为 邓 氏 灰 数 或 部 分 为 邓 氏 灰 数 的 情形 ,下 面 的 讨论 同样 成 立 。 
二 改元 区 间 型 灰 方程 组 的 解法 
将 式 (3-9-4) 表 为 如 下 通 式 : 
[anyba Ixy 十 … 十 [anspbo][Lzoyo] 一 [ci] 
(3-9-5) 
其 中 ab ,zj 和 yjyc 寺 disi= 二 1,2,… ,mm 


根据 灰 数 的 运算 性 质 ,可 把 方程 组 (3-9-5) 化 为 一 个 与 之 等 价 
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的 实 线性 方程 组 。 
定理 3. 9.1 设 灰 线性 方程 组 (3-9-5) 的 解 为 [zj,y,]， 
j 二 1,2,…,n, 则 zj,yj 可 由 如 下 实 线性 方程 组 求 得 : 
min {anzianyi baz ,bay } + 二 +min {anT, sain yn binTa sbin yn} 
一 ci 
max {anT1,Q4 1baT1 bay} 二 max {ainZn sinyn binTn sbinyn} 
=d, 
i=],2,.,m, 
(3-9-6) 
此 定理 的 成 立 是 显然 的 , 故 证 明 从 略 。 
由 定理 3. 9.1, 可 把 求解 灰 线性 方程 组 的 问题 化 成 求解 实 线 
性 方程 组 的 问题 。 求 解 方程 组 (3-9-6) 的 难点 在 于 确定 aijzj,aijyj， 
bizinbiiy; 中 的 最 小 值 和 最 大 值 。 为 此 ,首先 考虑 以 下 最 简单 的 情 
况 。 
推论 。、 设 有 灰 方程 
[a,bJ[z,y] = [c,d], (3-9-7) 
则 z,y 可 由 下 面 实 线 性 方程 组 求解 : 
min{ar,ay,br,by} 一 <c Ey 
max{az,ay,br,by} = d。 
要 确定 (3-9-8) 中 的 zx,y, 只 须 从 az,ay,bzx,by 中 找 出 最 小 者 
和 最 大 者 ,然后 求解 一 个 实 二 元 一 次 方程 组 即 可 。 对 此 ,有 如 下 定 
理 。 
定理 3.9.2 设 m==min{az,ay,br,by},M==max{ax,ay, 
bz,by}) , 则 m 和 M 的 取 值 可 分 如 下 三 种 情况 ， 
(1) 当 0 二 zy 时 , 若 a 宇 0, 则 m=az,M=by; 
车 a<0<6, 则 m=ay,M=by; 
若 6 寺 0,; 则 m=ay,M==bx。 
(2) 当 x0<y 时 , 若 a 宇 0, 则 m=bzr,M=by; 
车 a 二 0<6, 则 m=ay 或 br,M=ax 
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或 by; 
车 5<0, 则 m=ay,M=az。 
(3) 当 xy 志 0 人 时 ,车 a 宇 0, 则 m=brx,M=ay; 
车 a<=<0<6, 则 m=br,M=azx; 
车 5b<0, 则 m=by,M==ax。 
定理 显然 是 成 立 的 。 
根据 定理 3. 9. 2, 求 解 灰 线性 方程 组 (3-9-4) ,只 须 按 定 理 中 给 
出 的 三 种 情况 组 合成 3" 个 实 线性 方程 组 ,分 别 求 解 即 可 。 
为 便于 读者 掌握 此 求解 方法 ,下 面 通过 一 范例 说 明 其 求解 过 
程 。 


例 3.9.1 求解 灰 线 性 方程 组 


人 1,1][zi,y] 十 [1,2][zs,y] 一 [一 4,4] 
[~ 2, 一 1][zy 十 [0,1][Lzy] 一 [一 5,0] 
解 :为 了 直观 ,采取 如 下 步骤 ， 

(1) 列 表 。 


根据 定理 3. 9. 2 中 的 三 种 情况 ,确定 aizjsayjsbyzj,biyj 的 
最 大 值 和 最 小 值 , 填 入 表 中 。 对 本 例 列表 3. 9. 1。 


表 3.9.1 



































Z<0<y 
m | M m M 
i 一 六 或 z 一 或 yw zx | 一 zz 
[an ,bn JLx ,yy T 
lem2 |—2%nl = | —2% —27 |—»% | 一 2 
二 
i= zz | 2y: 2z: 2y2 2z2 | ys 
[aiz ,bi2JLz2, ya] 
i 2 

















(2) 组 合 方程 组 并 求解 。 


因为 所 有 [zy 门 (7 一 1,2,…,z) 都 按 定理 3.9.2 分 三 种 情 
况 , 所 以 共有 3" 种 搭配 组 合 。 而 后 ,对 每 一 组 合 按 下 面 方法 构成 一 
. 字 当 . 


个 实 线性 方程 组 :把 每 一 组 合 中 每 一 方程 ( 设 第 ; 个 方程 ) 在 表 
3. 9. 1 中 对 应 位 置 的 最 小 值 加 起 来 等 于 ,最 大 值 加 起 来 等 于 d;。 
于 是 就 构成 了 含 2m 个 方程 .2n 个 未 知 量 的 实 线性 方程 组 .这样 的 
方程 组 共有 3" 个 。 若 某 一 方程 组 解 得 的 zj,yj(j 二 1,2,…,n) 都 对 
应 满足 搭配 时 的 条 件 ( 指 定理 3. 9. 2 中 的 三 个 条 件 ), 则 此 方程 组 
的 解 就 是 原 灰 线 性 方程 组 的 一 个 解 。 如 果 某 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 
都 对 应 满足 搭配 时 的 条 件 , 则 原 灰 线性 方程 组 也 有 无 穷 多 解 。 否 
则 ,其 它 一 切 方 程 组 的 解 都 不 是 原 灰 线 性 方程 组 的 解 。 

对 于 本 例 有 : 
一 1 二 ZX 二 一 4 
一 2% 二 0 二 一 5 0<x<y 
得 全 中， 条件 人 0 < (无 解 ) 
一 Zi 十 ys 一 0 


一 十 2z: 一 一 4 Zi 一 1 
组 合 2 一 2 十 zz: 一 一 5 条 pe 解 得 R 
+2ys=4 TsO0<y; y=2 


一 Zi 二 y= 二 0 ys=1 


一 yi 十 27z, 二 一 4 

一 2%1 十 zs 二 一 5 0<xT<y 

组 合 3 条 伯 | (无 解 ); 
“| +=4 XY 


一 Zz 十 0=0 


一 1 十 Xz 二 一 4( 或 区 十 Xs 二 一 4) 
—2y1+0= 一 5 
一 十 2ys 二 4( 或 yy 十 2y, 二 4) 
一 2zi 十 yz 一 0 
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一 力 十 2z: 一 一 4( 或 蕊 十 2z: 一 一 4) 
组 合 5 一 2y: 十 zz 一 一 5 
“| 一 = 十 2y: 一 4( 或 十 2y: 一 4) 
一 2z 十 yz 一 0 
ZIK<0< 
条 人 f | ( 水 
Za<0< yz 无 解 
一 十 2X2 二 一 4( 或 区 十 27:= 二 一 4) 
组 合 一 27 十 zz: 一 一 5 
| 一 zi 十 yz 二 4( 或 yy 十 y= 二 4) 
一 2zi 十 0=0 
TI<O0<y 
条 | ， 《无 解 ); 
Ty 
Ti 十 zz 一 一 4 
一 十 0 一 一 5 TSy EO 
组 合 7 | ( )3 
A 
—2z1 二 y=0 
ZI 十 2z: 一 一 4 
a a ye 
组 合 84 i+z2 5 oe (无 解 ); 
一 Zi 十 2 一 4 Zrz<0<<y:z 
一 2z: 十 yz 一 0 
Zi 十 2z: 一 一 4 
一 兴 十 zz 一 一 5 Zi 入 六 0 
组 合 9 1 2 | 1 (无 解 )。 
一 Zi 十 yz 一 4 Ty SO 
—2z1 二 0=0 


需要 说 明 的 是 , 若 组 合 4、5、6 方程 组 在 其 条 件 下 有 解 , 还 要 对 
所 有 选 在 定理 3. 9. 2 中 条 件 zx) 过 0<y, 对 应 的 zx; 和 yj 检验 azi， 
Qiyi bizi biiyi 中 的 最 大 值 最 小 值 是 否 是 方程 组 中 所 取 的 。 是 ,其 
解 就 是 原 灰 线性 方程 组 的 解 ; 否 则 ,不 是 。 


综 上 所 述 ,组 合 2 的 解 就 是 原 灰 线性 方程 组 的 解 , 即 
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= [1,2] 
[zx2,yz1 = [— 1,1]. 

从 以 上 步骤 可 以 看 出 ,对 一 般 多 元 灰 线性 方程 组 求解 是 很 麻 
烦 的 。 但 在 实际 工作 中 ,可 利用 计算 机 来 迅速 完成 这 一 过 程 。 作者 
已 经 编写 了 解 一 般 区 间 型 灰 线 性 方程 组 的 计算 机 程序 。 


§ 3.10 区 间 型 灰 线 性 规划 及 其 求解 方法 


由 于 客观 事物 灰 性 的 存在 ,使 得 很 多 线性 规划 问题 难以 (或 不 
能 ) 用 经 典 线性 规划 方法 求解 。 邓 聚 龙 教授 曾 在 (灰色 预测 与 决 
策 ) 一 书 中 讨论 了 含有 灰 元 的 线性 规划 问题 ,如 预测 型 线性 规划 问 
题 漂 移 型 线性 规划 问题 。 本 节 将 从 实际 应 用 出 发 ,应 用 区 间 型 灰 
数 建立 一 般 区 间 型 灰 线 性 规划 问题 的 模型 (GLP), 并 讨论 它 的 一 
般 解法 。 


一 .GLP 模型 的 建立 、 


引 例 : 某 养 鸡 场 共 饲养 1000 只 鸡 , 用 大 豆 和 谷物 两 种 饲料 混 
合 喂养 。 已 知 每 只 鸡 每 天 吃 混合 饲料 1 一 1. 3kg ,而 每 只 鸡 每 天 至 
少 需要 0. 21 一 0. 23kg 蛋白 质 和 0. 004 一 0. 006kg 钙 。 每 千克 大 豆 
含 48%~~52% 的 蛋白 质 和 0. 5% 一 0. 8% 的 钙 , 每 千克 谷物 中 含 
8. 5%~11. 5% 的 蛋白 质 和 0. 3% 的 钙 , 每 千克 大 豆 和 谷物 的 购 价 
分 别 为 0. 38 一 0. 42 元 和 0. 20 元 。 问 应 怎样 混合 饲料 才能 使 购买 
饲料 的 花费 最 省 ? 最 少 花费 为 多 少 ? 

易 见 , 引 例 中 的 参数 大 部 分 为 区 间 型 灰 数 ,这 类 问题 在 实践 中 
不 乏 其 数 , 且 难 以 直接 用 经 典 线性 规划 方法 求解 。 为 解决 此 问题 ， 
下 面 建立 线性 规划 模型 。 

设 整个 养 鸡 场 每 天 大 豆 需 要 量 为 zikg、 谷 物 需 要 量 为 zzkg， 
则 有 
目标 函数 , minz 一 [0. 38,0. 42]zi 十 0. 20z,; 
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约束 条 件 : zi 十 za 一 [1,1.3]X1000; 
[0. 48,0. 52]z, 十 [0. 085,0. 115]z; 
之 [0. 21,0.23]X1000, 
[0. 005 ,0. 008]zi 十 0. 003z, 
宇 [0. 004,0.006]X1000， 
in7z 之 03 
此 模型 即 可 称 为 区 间 型 灰 线性 规划 模型 。 仿 此 ,下 面 给 出 一 般 
区 间 型 灰 线性 规划 模型 。 
定义 3.10.1 设 g(7) 为 区 间 型 灰 数 集 ， 
V [aisbi), Le ds], Le fi] € g(1D);z),€ R, 
1 12 三 一 12 





则 称 模型 
minz = [c,diJzi 十 [cardz ze 十 … 十 [cd lz,, 
[Laubn]z: 十 [aybz]zs + "+ [esbin zs 2 [es fi] 


[aa "bul 十 [az "二 “+ [an 让 全 ee 
La， ble, 十 a bm Za +. 4 Ch Le. fn 


ET RE J 之 0 
为 区 间 型 灰 线 性 规划 模型 , 简 记 为 GLP 模型 。 
二 .GLP 模型 的 解法 
以 引 例 的 求解 为 例 , 下 面 说 明 GLP 模型 的 求解 过 程 。 
《1) 确 定 约束 条 件 下 的 最 大 取 值 范围 和 狭义 最 小 取 值 范围 。 
先 看 约束 条 件 : 
[1,2]z, + [1,4]z: > [2,4]。 


把 它 转 化 为 下 列 一 组 不 等 式 : 
Ten b+ 
lz 十 1.z 之 4， 
2.z 十 4 之 2， 
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2 .zi 十 4.zz 二 4， 
2。z 十 1。z: 之 2， 
2。zi 十 1"z 二 4， 
1，2z 十 4"zz 之 2， 
1 "zi 十 4.7zs 过 4。 
通过 作 图 可 以 看 出 ,在 zx;,zx: 之 0 的 区 域内 ， 不 等 式 2z: 十 4zsz 
之 2 包括 了 其 它 不 等 式 确定 的 所 有 区 域 , 而 1， zi 十 1，zz: 过 4 是 
它们 中 最 小 的 一 个 区 域 。 当 zi、z; 的 系数 分 别 在 [1 ,2]、[1,4] 范 围 
内 变化 ,不 等 式 右边 常数 项 在 [2,4] 范 围 内 变化 时 ,同样 可 得 到 这 
个 结论 。 因 此 ,可 称 2zi 十 47, 之 2 是 在 约束 条 件 [1， 2]zi 十 [1,4]zz 
>[2,4] 下 的 最 大 取 值 范围 ,1 。 zx, 十 1* xz, 之 4 是 狭义 最 小 取 值 范 
围 。 
同 理 , 可 得 约束 条 件 [1,2jzi 十 [一 1,2]z: 之 [2,4] 在 xz,x: 之 0 
的 区 域内 ,最 大 取 值 范围 为 2zi 十 2z; 宇 2, 狭 义 最 小 取 值 范围 为 
Ti 一 X72 之 4;[1,2]zi 十 [一 2, 呈 1]zx; 宇 [一 2, 一 1j 在 zi,xs 之 0 的 区 
域内 ,最 大 取 值 范围 为 2x 一 xz; 之 一 2, 狭 义 最 小 取 值 范围 为 xz! 一 
27: 之 一 1。 
归纳 起 来 ,对 于 约束 条 件 [a1,51jz 十 [as,b]z 宇 [c,dj 在 zz， 
Zs 之 0 的 区 域内 ,最 大 取 值 范围 为 bx 十 bx; 之 c ,狭义 最 小 取 值 范 
围 为 az 十 azzz 志 d。 


一 般 地 ,有 : 
定义 3.10.2 若 
[a ,as? jz + Lat? ag? Jz + + La? sa? Jz, > [ee2], 
(3-10-1) 
Ti Ta TX, > 0, 
则 称 
az 十 azs 十 … 十 az 之 e (3-10-2) 


为 式 (3-10-1) 的 特征 式 , 其 中 ， 
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a® € [at® ,a ],e € [eeslsk = 1,2,. ,no 
定义 3.10.3 车 某 约束 不 等 式 的 取 值 范围 能 包含 所 有 其 它 
” 约束 不 等 式 的 取 值 范围 , 则 称 此 不 等 式 的 取 值 范围 为 最 大 取 值 范 
围 。 若 某 约束 不 等 式 的 取 值 范围 包含 于 其 它 任意 约束 不 等 式 的 取 
值 范围 之 中 , 则 称 此 不 等 式 取 值 范围 为 狭义 最 小 取 值 范围 。 
定理 3. 10.1 设 (3-10-2) 式 为 约束 条 件 (3-10-1) 式 的 特征 
式 , 则 


az 十 agozrs 十 … 十 agoz 之 el (3-10-3) 
为 (3-10-1) 的 最 大 取 值 范围 不 等 式 ; 
albz 十 af2zs 十 …… 十 afoz 过 ce .， (3-10-4) 


为 (3-10-1) 的 狭义 最 小 取 值 范围 不 等 式 。 
证 明 :Q@ 对 于 (3-10-2) 式 , 设 只 有 某 一 系数 a 变化 , 当 a 分 
别 取 af 和 名 时 ,(3-10-2) 式 变 为 ; 
a 二 十 qrDzi 十 a 十 attDzin 十 十 a"r, 之 e 
(3-10-5) 
az 十 十 abDrzi 十 ca 多 ze 十 adrtbDzl 十 十 az 之 0 
(3-10-6) 
车 a 中 €[fa 引 ,a 名 J,a 四 过 a 内 ,zi 之 0, 则 总 可 令 
(a 史 一 aw)z 一 ee 之 0。 
于 是 ,(3-10-6) 式 可 分 解 为 两 个 不 等 式 
az 十 … 十 az 十 … 十 az 之 6 
与 
e7>a0zi 十 … 十 a 由 和 十 … 十 acz 疡 e 一 (a 史 一 ab)z 一 e 一 e 
取 值 范围 之 并 。 即 (3-10-6) 式 取 值 范围 包含 (3-10-2) 式 , 故 , 当 (3-10- 
2) 式 只 有 系数 a 迪 变化 时 ,(3-10-6) 式 为 (3-10-2) 式 最 大 取 值 范围 。 
同样 可 得 , 当 (3-10-2) 式 只 有 系数 ae 变化 时 , (3-10-2) 式 取 
值 范围 都 包含 (3-10-5) 式 , 即 (3-10-5) 式 为 (3-10-2) 式 狭义 最 小 取 
值 范围 。 
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由 上 可 知 , 当 (3-10-2) 式 只 有 a 变化 时 ,最 大 取 值 范 围 为 
agozi 十 De 宇 e; {3-10-7) 


当 (3-10-7) 式 只 有 变化 ( 亦 妈 (3-10-2) 式 只 有 a 中 和 a 中 同 
时 变化 ) 时 ,最 大 取 值 范围 为 


abzl 十 agoz: 十 > anzr) > es 


这 样 一 直 进行 下 去 ,最 终 可 得 ， 当 ao， aa 都 变化 (e 不 变 ) 
时 ,(3-10-2) 式 最 大 取 值 范围 为 
atz 十 af2z 十 … 十 az 过 e。 (3-10-8) 
同 理 可 得 , 当 a ,a2 ,…,a" 都 变化 (e 不 变 ) 时 ,(3-10-2) 式 
狭义 最 小 取 值 范围 为 
afoz 十 af2zs 十 … 十 az 过 e。 (3-10-9) 
@ 对 于 (3-10-8) 式 , 当 e=e 时 变 为 (3-10-3) 式 。 由 于 ee [ei， 
ez],ei 和 ez, 所 以 (3-10-3) 式 可 分 解 为 两 个 不 等 式 
agri 十 azs 十 … 十 azo 志 e 
与 
e> a zt a zt + a ze 
取 值 范围 之 并 。 即 (3-10-3) 式 取 值 范围 包含 (3-10-8) 式 。 故 (3-10- 
3) 式 是 (3-10-8) 式 的 最 大 取 值 范围 。 又 由 上 述 @ 可 知 ,(3-10-8) 式 
是 (3-10-2) 式 在 e 不 变化 时 的 最 大 取 值 范围 。 因 此 ,(3-10-3) 式 是 
(3-10-2) 式 的 最 大 取 值 范围 。 
同样 可 得 , 当 。 取 不 同 值 时 , (3-10-9) 式 取 值 范围 都 包含 (3- 
10-4) 式 。 故 (3-10-4) 式 是 (3-10-9) 式 的 狭义 最 小 取 值 范围 .又 由 上 
述 @ 可 知 ,(3-10-9) 式 是 (3-10-2) 式 在 e 不 变化 时 的 狭义 最 小 取 值 
范围 。 因 此 ,(3-10-4) 式 是 (3-10-2) 式 的 狭义 最 小 取 值 范围 。 定 理 
得 证 。 
上 定理 给 出 了 任 一 约束 条 件 (3-10-1) 的 最 大 取 值 范围 不 等 式 
和 狭义 最 小 取 值 范围 不 等 式 的 确定 方法 。 当 约束 条 件 为 
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[et? ,a re + [a ,a J + + [a ,a Jz, = [ee] 
时 (包括 e=e: 的 情况 ), 可 把 约束 条 件 转化 成 
[af? ,aip]z + [afp at? zs 十 … 十 [at alr, 之 e@ 
和 





[一 “各 ,一 ai]z 十 [一 a 呈 ,~—al? jr:t+ 
十 [一 a 久 ,一 a 所 ]z 过 一 ez 

再 由 定理 就 可 得 到 最 大 取 值 范围 和 狭义 最 小 取 值 范围 。 

对 于 由 多 个 不 等 式 ( 包 括 等 式 ) 组 成 的 约束 条 件 ,分别 对 每 个 
不 等 式 ( 若 是 等 式 可 化 成 两 个 不 等 式 ) 按 定理 的 结论 ,分 别 得 到 一 
个 最 大 取 值 范围 不 等 式 和 一 个 狭义 最 小 取 值 范围 不 等 式 ; 然后 ， 
把 所 有 最 大 取 值 范围 不 等 式 组 在 一 起 就 构成 整个 约束 条 件 的 最 大 
取 值 范围 ,把 所 有 狭义 最 小 取 值 范围 不 等 式 组 在 一 起 就 构成 整个 
约束 条 件 的 狭义 最 小 取 值 范围 。 

对 于 引 例 ,由 约束 条 件 组 成 的 最 大 取 值 范围 为 
1300 之 zi 十 zz 之 1000， 
40: 52zx1 十 0.115zx; 之 0.21 X 1000， 
0. 008z, 十 0. 003z; 之 0. 004 X 1000， 
Ziyzz 之 0; 
狭义 最 小 取 值 范围 为 
1300 之 zi + xz; 之 1000， 
j 0. 48z, 十 0.085z; 之 0.23 X 1000， 
0. 005z; 十 0.003x;: 之 0. 006 X 1000， 
Tiyzz 之 0。 

(2) 把 GLP 模型 转化 成 两 个 经 典 线性 规划 问题 。 

由 于 GLP 模型 所 给 系数 含 区 间 型 灰 数 ,因此 最 后 得 到 的 目标 
值 minz 也 应 该 是 区 间 型 灰 数 , 令 为 [zx ,zz], 其 中 = 委 >:。 

对 于 目标 函数 

minz = [c,diJzi 十 [cds]z: 十 … 十 [cd]z， 
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因为 rm ,zz，… ,zx 之 0, 所 以 minz 的 最 小 值 z,( 下 限 ) 和 最 大 值 =: 
(上 限 ) 应 取 : 
Zi = minz; = cxi 十 czzz 十 … 十 cozv， 
22 = minzz = dixi 十 dza 十 … 十 dr， 
并 且 zi 应 该 是 minz; 在 最 大 取 值 范围 上 的 目标 值 ,z; 应 该 是 
minz, 在 狭义 最 小 取 值 范围 上 的 目标 值 . 因 此 ,GLP 模型 最 终 转化 
成 求 两 个 一 般 线性 规划 问题 。 
求 minz 下 限 z 的 线性 规划 问题 为 
minz = czi 十 cazz 十 … 十 cozo， 
Buzi 十 pizza 十 … 十 Dozo 之 el 
友 注 未 人 市 十 Sm 之 入 0310-10) 
biz 十 bm 十 … 十 bn, 之 em， 
Wi OF 
求 minz 上 限 z; 的 线性 规划 问题 为 
minz; = dizxi 十 dz 十 … 十 dr， 
anzl 十 atzzs 十 … 十 az 之 妃 ， 
40 生 2 本 a 之 (3-10-11) 
QamTl 十 anzzz 十 … 十 Qamnz 之 fm， 
0 
对 于 引 例 , 求 minz 下 、 上 限 的 线性 规划 问题 分 别 为 
minz! 一 0.38z 十 0.20z:， 
1300 过 2 十 zz 之 1000， 
0.52z 十 0.115z: 之 0.21 X 1000， (3-10-12) 
0. 008z1 十 0. 003z; 之 0. 004 X 1000， 


Zi,T2 > 0; 
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minz, 一 0. 42x) 十 0. 20x,, 
1300 过 zi 十 za > 1000, 
0. 48z1 十 0.085z, 之 0. 23 X 1000， (3-10-13) 
0. 005z; 十 0. 003z; 过 0. 006 X 1000， 
2 2 0 
(3) 利 用 经 典 线性 规划 解法 得 出 结果 。 
对 式 (3-10-10) 和 式 (3-10-11) 式 按 经 典 线性 规划 问题 求解 ,得 
到 zl 和 z:( 有 可 能 无 解 ), 对 应 的 规划 值 分 别 为 z'1 ,zi,… ,x', 和 
ee 于 是 得 目标 值 


minz = [z,,z2]。 (3-10-14) 
规划 值 可 记 为 
E zn)] fz 
= | (3-10-15) 
Zz, A PE 


若 > 无 解 , 则 z, 无 解 。 
若 zx 有 和 解 ,z; 无 解 , 则 可 记 为 minz 二 [zi, 十 oo]。 此 时 ,(3-10- 
15) 式 中 的 x 取 为 十 2 ,i==1,2,*…,n。 
对 于 引 例 , 解 (3-10-12) 式 得 : 
zi = 234.57, 7z'; = 765. 43，zi = 242. 22; 
解 (3-10-13) 式 得 
ZX" 一 1050， xz = 250、， z: = 二 491。 
所 以 , 引 例 的 目标 值 为 
minz = [242. 22,491], 
zl 234.57) | 1050 
-| 765. 人 )] 


结果 表明 ,目标 值 minz 为 区 间 型 灰 数 [242. 22,491], 而 规划 
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规划 值 





值 (234. 57,765. 43)7 和 (1050,250)7 分 别 表示 目标 值 为 区 间 型 灰 
数 [242. 22,491] 的 下 限 和 上 限 的 规划 值 。 
为 了 与 漂移 型 线性 规划 解法 和 线性 规划 伪 解 相 比 较 , 下 面 用 
本 节 的 方法 求解 (灰色 预测 与 决策 ) 一 书 中 的 一 个 例子 (表示 方法 
有 改动 ) 。 
例 求 下 列 区 间 型 灰 线性 规划 问题 的 规划 解 ; 
maxz 一 [1,7]z, + [4,12]z:， 
[1,21]z, 十 [4,10]z: < 360， 
3zrl 十 10z: 委 300， 
4zl 十 5zs 198， 
Ti 之 0。 
解 :该 模型 可 转化 为 
minz' 一 一 maxz 一 [一 7?, 一 1]z 十 [12, 一 4]z:， 
[一 21, — 1]zx, 十 [一 10, — 4]z; >— 360, 
3zi 十 10zr: 委 300， 
4zi 十 5z: < 198， 


Zizz 之 0。 





(3-10-16) 
第 一 步 :把 该 模型 转化 为 两 个 一 般 线性 规划 问题 。 求 minz' 下 
限 = 的 线性 规划 问题 为 


minz' 一 一 7zi 一 12zz， 区 
一 Zi 一 4z: 过 一 360， 
3zi 十 10z: 之 300， (3-10-17) 


4zi 十 5z: 过 198， 
Ziyzz 之 0。 


求 minz' 上 限 > 的 线性 规划 问题 为 
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minz’, 一 一 Zi 一 4zz， 
一 21zxi 一 10z: 之 一 360， 
3z1 十 10r: < 300， (3-10-18) 
4z 十 57; 妇 198， 
ziyrz 之 0。 
第 二 步 : 求 式 (3-10-17)、 式 (3-10-18) 的 规划 解 。 
由 (3-10-17) 式 按 图 解法 可 得 ,规划 值 为 xz 二 19. 2,z': 一 
24. 24, 目 标 值 为 >, 一 一 425. 28。 
由 (3-10-18) 式 同样 可 求 得 ,规划 值 为 x” 二 3. 34，z": 一 29, 目 
标 值 为 z% 一 一 119. 34。 
所 以 ,(3-10-16) 式 的 目标 值 为 
minz' 一 [一 425. 28, 一 119. 34], 


Mal 
于 是 ,本 例 的 目标 值 为 
maxz = [119. 34,425. 28], 


1 3. 34 19. 2 
加 | ls bho) ]. 
分 析 : 在 (灰色 预测 与 决策 ) 一 书 中 ,此 例 的 漂移 型 最 优 解 为 
zi 一 3*34,z: 一 29, 目 标 值 为 371. 18, 只 是 上 面 求 得 的 目标 值 ( 即 
maxz) 范 围 中 的 一 个 确定 值 ,灰色 线性 规划 伪 解 也 是 如 此 。 利 用 本 
节 介绍 的 方法 能 明确 地 求 出 目标 值 范围 ,为 决策 者 提供 可 选择 的 
数据 ,具有 很 强 的 实用 性 。 


规划 值 为 


规划 值 为 


§ 3.11 灰 整 数 及 区 间 型 灰 整 数 规划 


客观 实际 中 ,还 经 常用 到 一 类 特殊 的 灰 数 一 一 灰 整数 ,本 节 将 
.84 。 


在 介绍 灰 整 数 及 区 间 型 灰 整 数 的 基础 上 ,对 整数 规划 问题 的 灰 性 
作 一 初步 探讨 。 


一 \ 灰 整数 及 区 间 型 灰 整数 的 概念 


定义 3. 11. 1 设 Z 是 整数 集 , 对 于 灰 数 G | . 若 上 = 
{z1ZGz) 天 0,zEZ}, 则 称 C 为 灰 整数 , 记 为 Gz。 

比如 ,在 例 3. 1. 7 中 , 某 人 的 年 龄 可 能 在 31 一 35 岁 之 间 , 是 一 
个 离散 型 灰 数 。 其 中 ,E= (31,32,33,34,35} 中 的 元 素 都 是 整数 。 
所 以 , 它 还 是 一 个 灰 整 数 。 

对 于 灰 整 数 Gz, 若 是 有 界 灰 数 , 则 称 之 为 有 界 灰 整数 ,否则 称 
之 为 无 界 灰 整数 。 

定义 3. 11.2 对 于 区 间 灰 数 [ab 或 邓 氏 灰 数 [a ,0]) , 若 灰 
域 玉 只 取 实 区 间 [a,5] 上 的 整数 时 , 则 称 该 灰 数 为 区 间 灰 整数 (或 
邓 氏 灰 整 数 )。 记 作 {{a,5)} (或 {{a , 5)})。 邓 氏 灰 整数 和 区 间 灰 整 


数 统称 为 区 间 型 灰 整数 。 
区 间 型 灰 整数 和 区 间 型 灰 数 有 本 质 的 区 别 。 前 者 是 一 种 特殊 
的 离散 型 灰 整数 ,是 灰 整数 中 的 一 种 ;而 区 间 型 灰 数 则 是 一 种 连续 
型 灰 数 。 两 者 虽 有 本 质 的 区 别 , 但 在 运算 性 质 方面 又 有 许多 相似 之 
处 。 
仿照 区 间 型 灰 数 的 运算 ,下 面 给 出 区 间 型 灰 整数 的 运算 (没有 
区 分 邓 氏 灰 整 数 和 区 间 灰 整数 。 若 区 分 ,可 仿照 区 间 型 灰 数 运算 类 
推 ) 。 
设 4,a,bc,dEZ( 整 数 集 ), 则 运算 法 则 如 下 。 
1. 加 法 运算 
《fta'p)) 十 ttcda)) 一 (ta 十 cp 十 d)， 
A+{{cd})} = {{4 十 c,4 十 d})}。 
2. 减法 运算 
{{a,b}} — {{c,d}} = {({a— d,6 —c}}。 
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3. 乘法 运算 
{{a,b}} » {{c,d}}={{min(ac,ad ,bc,bd),max(ac,ad ,bc,bd)}}. 
例如 ， 
{{1,3}}。，{(4,7) = {({4,21}}。 
4. 除法 运算 
{{a,b}}/{{c,d}} = Gz, (c*d> 0), 
其 中 ,Gz 的 灰 域 由 区 间 [a.6]X | 去, 十 ] 中 的 整数 组 成。 
例如 ， 
{{5,10)} 二 {{1,3}} = Gz = {{2,10)} 


Gz 的 灰 域 EE 一 {zlze 2z, 且 <z<10|. 


注 :Gz 的 灰 域 已 可 能 是 空 集 , 此 时 记 Gz= Cz。 
例如 ， 


10.5)) 二 {6,8)} = { 人 村 呈 = 2 


二 .区 间 型 灰 整数 规划 及 其 求解 方法 


引 例 : 某 企业 计划 生产 甲 . 乙 两 种 产品 。 这 两 种 产品 都 要 分 别 
在 4,B,C,D 四 个 车 间 加 工 。 按 工艺 资料 规定 ,在 一 个 月 内 ,生产 
出 甲 产 品 每 件 需 占用 4 车 间 2 人 ,B 车 间 1 人 或 2 人,C 车 间 4 
人 ,不 需 吕 车 间 ; 生 产 出 乙 产 品 每 件 需 占用 4 车 间 2 人 、B 车 间 2 
人 .DD 车 间 3 人 或 4 人 ,不 需 C 车 间 。 已 知 四 个 车 间 的 总 人 数 分 别 
为 12 入 .8 入 、16 入 12 人 ,并 且 8 车 间 除 8 人 外 ,还 有 两 名 机 动 
人 员 , 随 时 可 作为 B 车 间 人 员 。 已 知 每 生产 一 件 甲 产 品 企业 能 获 
利 2~3 万 元 ,每 生产 一 件 乙 产品 企业 能 获 利 3 万 元 。 问 如 何 安排 
生产 甲乙 产品 的 数量 ,使 该 企业 总 利润 最 大 ? 

设 该 企业 在 一 个 月 内 生产 甲 产 品 zi 件 , 乙 产品 zs 件 。 显 然 
zivzs 应 为 整数 。 

由 上 节 知 规划 模型 为 : 

*，86 ， 


maxz = [2,3jz 十 3x;; 
2zi 十 2z: < 12; 
{{1.2}}z1 十 2 直入 1(8,10)); 
4z: < 16; 
{{3,4}}z, < 12; 
ZioTs 之 0, 皆 为 整数 。 
类 似 这 样 的 系数 中 含有 区 间 型 灰 数 (或 灰 整 数 ) 的 整数 规划 模 
型 , 称 之 为 区 间 型 灰 整数 规划 模型 。 
定义 3.11.3 设 Z(CT) 为 区 间 型 灰 数 集 或 灰 整数 集 ， 
VY [aisbids [esdj), Le fil,z € Z(1), 


1 一 1, 223 了 一 1 2 


min(max)z = 了 [cvd]zi 
jel 


则 称 Scab 2 (=, Sef), i = 2m 
zivzayszs 之 0, 且 全 部 或 部 分 是 整数 
(3-11-1) 
为 区 间 型 灰 整数 规划 模型 , 简 记 为 GIP。 


容易 看 出 ,这 里 的 GIP 模型 与 上 节 的 GLP 模型 很 相似 。 不 同 
之 处 在 于 ,GIP 模型 解 的 是 整数 规划 问题 ;但 对 于 灰 性 的 处 理 是 一 
致 的 。 下 面 以 引 例 为 例 , 仿 上 节 解 法 来 说 明 GIP 模型 的 求解 过 程 。 

(1) 模 型 标准 化 。 

把 定义 3. 11. 3 中 的 模型 化 为 如 下 标准 型 ; 


[mine 一 Steadlzys 
j=1 


DJLe,b)z, 过 [eiyfi]yi = 12 ,ms 
j=1 


Zzj 宇 0,j 二 1,2,…,n, 且 zx; 全 部 或 部 分 是 整数 。 
(3-11-2) 
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具体 的 转化 方法 同上 节 。 引 例 模型 的 标准 型 为 : 


minz' = [一 3, 一 2]z 一 37z,; 

一 2z 一 2z; 之 一 123 

{{ 一 2 一 1))z 一 2z 过 {{( 一 10, 一 8})5 
1 

{{— 4, — 3}}z: 之 一 123 

Xi,Xz 之 0, 且 为 整数 。 





(3-11-3) 


(2) 确 定 约束 条 件 下 的 最 大 取 值 范围 和 狭义 最 小 取 值 范围 。 
确定 方法 同上 节 。 最 大 取 值 范围 为 : 


Boiz) Fe i = 1,2, ms 


=i 


Zz; 之 0, 且 全 部 或 部 分 为 整数 ,j = 1,2,…,n。 


狭义 最 小 取 值 范围 为 : 


Daz 2 i= 1 ,2 
j=l 


之 0, 且 全 部 或 部 分 为 整数 ,j = 1,2,…,n。 


(3) 把 GIP 模型 转化 为 两 个 经 典 的 整数 规划 问题 。 
同上 节 类 似 , 求 minz 下 限 = 的 整数 规划 问题 为 ; 


minz = > CT 交 


i=1 


Dox) Fe i = ,2 sm; (3-11-4) 
1 


pr 


zj 之 0, 且 全 部 或 部 分 是 整数 ,j = 1,2,…,n。 


求 minz 上 限 z; 的 整数 规划 问题 为 
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minz, = > djzis 
J 





Zaz 7 i= 1,2,,m; (3-11-5) 


和 1 


ZX) 之 0, 且 全 部 或 部 分 是 整数 ,j = 1,2,…,n。 


引 例 求 下 限 与 上 限 的 模型 为 : 
minz') 一 一 3z; 一 3z2; 
I 
—wi 一 2x 一 10 


二 (3-11-6) 
一 3r: 宇 一 12; 
zyzz 之 0, 且 为 整数 。 
minz’, =— 2zi 一 3z23 
一 2z 一 2z; 过 一 12; 
二 2 一 2 
本 和 1 (3-11-7) 
= 4 = 12 
zyzz 之 0, 且 为 整数 。 
(4) 利 用 经 典 整数 规划 解法 得 出 结果 。 


对 (3-11-4) 和 (3-11-5) 式 按 经 典 整数 规划 问题 求解 得 到 z, 和 
xz( 有 可 能 无 解 ) ,对 应 的 规划 值 分 别 为 zz'a…z 和 zz 
…,z%。 所 以 ,(3-11-2) 式 的 目标 值 为 


minz = {{z1,22}}, 


规划 值 可 记 为 
x EF 2 
zz| 了 | | zw 
5 es. 
对 于 引 例 , 解 式 (3-11-6) 可 得 : 
z'1 一 一 18， 
TL 4 3 2 
Cj- (js)|,] “ 
可 表示 成 
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解 式 (3-11-7) 得 : 


) 2 1 
2 :一 一 11， 阳 一 3)* 


所 以 ,C3-11-3) 的 目标 值 为 
minz' = {{— 18, — 11}}, 
规划 值 为 
国 ={ 人 obo 人 (人 
再 还 原 得 引 例 的 目标 值 为 


maxz 一 《{11,18})， 
规划 值 为 


加 -人 人 ulu 人 外 


第 四 章 泛 灰 代数 基础 


在 第 三 章 中 可 以 发 现 , 当 灰 数 运算 复杂 时 ,许多 代数 性 质 不 能 
展开 .为 此 ,本 章 将 在 泛 灰 数 集 概念 的 基础 上 定义 具有 广泛 适应 性 
的 泛 灰 数 运算 ,讨论 它 的 运算 性 质 , 为 灰色 系统 建 模 开拓 新 路 。 


$4.1 泛 灰 数 及 其 代数 运算 


一 , 泛 灰 数 的 概念 
定义 4.1.1 设 论 域 U=R( 实 数 集 ), 则 称 R 上 的 泛 灰 集 为 汉 
灰 数 集 , 记 作 g(R), 且 称 g(R) 中 的 元 素 为 泛 灰 数 , 记 作 
g= (zl)),r EE RL,p ERK. (4-1-1) 
称 (4-1-1) 中 的 z 为 观测 部 ,ltp,p ?为 z 的 灰 信 息 部 。 
go 兰 (0.0,03) 与 -go S01,19) 
分 别称 为 g(R) 中 的 零 元 与 单位 元 。 
为 叙述 简便 ,可 把 观测 部 为 零 . 灰 信息 部 不 为 零 的 泛 灰 数 统 记 
作 g',w, 并 称 之 为 亚 零 元 。 零 元 与 亚 零 元 统称 为 泛 零 , 记 作 gco 。 
定义 4.1.2 VY g=(z,lp,pDEg(R), 称 
—g 昱 (一 zp ) 
为 g(R) 中 关于 g 的 负 元 ; 称 
g 1 Er pt ), (8 # 8" 00) 
为 g(R) 中 关于 g 的 道 元 。 


二 、 泛 灰 数 的 代数 运算 


由 于 实际 问题 中 所 得 到 的 泛 灰 数 都 是 其 灰 信 息 部 &,wER 的 
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泛 灰 数 ,所 以 ,在 以 下 各 章节 中 如 无 特别 声明 ,参加 运算 的 初始 泛 
灰 数 均 是 指 g,KER 的 泛 灰 数 。 
定义 4.1.3 VY g1,82€ 8 (R),g1 王 g2, 当 且 仅 当 工 二 zx; 时 ， 
= ph = he 
定义 4.1.4 V gi,g1,… ,gE€g(R), 其 中 ， 
gi = (Tl pi ) i = ,2 ns 











称 
: 。 Dr Drih 
D8 = De ,二 | (4-1-2) 
~ i 2 

为 个 泛 灰 的 加 法 运算 , 且 规 定 


当 n=0, x=0, n=0 时 ， egws 


当 如 zp 天 0, zi 及 天 0, 而 也 z==0 时 , 灰 信息 部 的 上 .下 
界 呈现 超 实 数 形式 。 规 定 灰 信息 部 分 母 上 的 “0” 可 以 参加 运算 。 
在 (4-1-2) 式 中 , 当 i=1,2 时 , 则 有 


Et 十 gz 一 (a 十 zr + Tap Zip 十 zope 〗. 





Zi 十 Zaz Xl xz E23 
定义 
def Th 一 Tp Ti — Top 
Bg: (a Za 3 生 二 和 ,二 
(4-1-3) 
为 两 个 泛 灰 数 的 减法 运算 。 


命题 4. 1. 1 加 法 与 减法 互 为 逆 运 算 。 
证 明 : 设 g1,g;€ g(R), 由 式 (4-1-2), 有 
Tha + Tap ziph 十 7 )， 
名 1 十 8z 一 (= 十 ze 小 2 生 寺 卫生 下 i 二 冯 】 ; 
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再 由 式 (4-1-3) 有 


Tp 十 zzpez 一 工 
Bi+ gz 一 gs 一 | zi 十 妆 za 和 2 








Zi 十 zzp 一 Xap | 本 1 
Ki 二 zi— zs = (Zu 人) 一 Bi。 


由 泛 灰 数 的 定义 及 其 加 法 定义 可 知 ,一 个 证 灰 数 表达 了 某 物 
理 量 的 观测 值 及 其 可 信 度 的 取 值 范围 ; 有限 个 泛 灰 数 的 加 法 表达 
了 有 限 个 物理 量 的 观测 值 之 和 及 其 可 信和 度 之 和 的 取 值 范围 。 
如 果 假 设 BE 一 8 一 (有 = 有 8, 则 
gi+ gz = (2z,lp,p)) = 2g。 


对 于 ”个 相同 的 泛 灰 数 求 和 , 则 有 
8 十 …… 十 g = (nzlip,p)) = ng。 
a 个 


由 式 (4-1-1) 可 知 , 当 4 二 4=1 时 ,有 
zp,p) = (x1,1))=r ER, 
故 ng 可 以 看 作 一 个 实数 与 一 个 泛 灰 数 g 之 积 , 即 
ng El Crp ) = Onzte 7 人 )。 
类 似 整数 乘法 到 实数 乘法 的 推广 ,可 作 如 下 关于 泛 灰 数 乘 法 
的 定义 。 
定义 4.1.5 VY gi=(zolpp DEg(R) i=1,2,.…,n, 称 
Hs 兰 ( Uae, lx ) (4-1-4) 
为 n 个 泛 灰 数 的 乘法 运算 。 当 i=1,2 时 ,有 
8 ge = (Tze ps tp |) 
为 两 个 泛 灰 数 的 乘法 。 且 称 
gi/g: Enz /p/h )) (4-1-5) 
( 当 g: 天 go ) 为 两 个 泛 灰 数 的 除法 运算 。 
命题 4.1. 2 泛 灰 数 的 乘 、 除 法 互 为 逆 运 算 。 
证 明 :， 设 g= (zlpayh 及,g1==(zzvlipyp 总 ,由 式 (4-1- 
. 93 . 


4), 有 
g1* gz = (xixar ip pa pp 7 ); 
由 式 (4-1-5), 有 
Bg1 * g2/g2 = (Tr2/ Ta lp pa/ zs iH/ pa 1) 
一 (Zi ,A 1)= Blo 
类 似 实数 运算 ,下 面 给 出 泛 灰 数 的 乘 老 与 开 方 运算 定义 。 
定义 4.1.6 YSgEg(CR).zEJ( 正 整数 集 ) , 则 称 
gE I) 
为 g 的 n 次 矫 。 当 n==0, 或 指数 取 一 n 时 , 则 有 
Bo = (zp pI) 一 (El13) = gs 
g™"= (xr "lp" ,pK "|),(g ¥ g' 00) 
定义 4.1.7 设 g€g(R),n€J, 则 称 
gy Ez ,lp ,pt 1) 
为 g 的 n 次 方 根 ,并 称 g 可 开 次 方 。 自 然 , 当 n 为 偶数 时 , 若 这 ， 
p44 中 有 负数 , 则 该 运算 无 意义 。 
定理 4.1.1 VY gi,g:Eg(R), 有 
(g1°82)"=81° Bi。 
证 明 : 由 乘法 与 乘 罕 定义 ,有 
(g1° g2)" 一 (人 (za 有) » Czaslip sp 
= (Tiza, lp pe ,pe 7 )” 
一 (CEA A ) 
一 (AN 人) (CC 人) 
一 81 82。 
定理 4.1.2 VY gE€Eg(R),m,nE€J, 有 
(1) gr gr 一 gt 
(2) (g”)"=g™。 
证 明 :( 略 )。 
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$4.2 泛 灰 数 的 代数 运算 性 质 


一 、 泛 灰 数 加 法 的 运算 性 质 
性 质 4. 2.1 gCR) 对 其 加 法 具有 封闭 性 。 
性 质 4.2.2 泛 灰 数 的 加 法 满足 结合 律 。 
性 质 4.2.3 泛 灰 数 的 加 法 满足 交换 律 。 
以 上 三 个 性 质 显然 是 成 立 的 。 
” 性质 4.2.4 在 g(R) 中 存在 唯一 的 零 元 go 。 
证 明 : 由 定义 4.1.1 可 知 ,gw 是 唯一 的 ,下 面 只 须 证 明 go 的 
确 是 g(R) 中 的 零 元 即 可 , 即 
VgE€EBg(R), 有 g++ gw 一 8 或 go 十 8 一 C。 
事实 上 ,由 公式 (4-1-2) 可 得 ， 
g++ gw 一 Cr 人) 十 (OO,03) 
一 (zt,p3) = g。 
同 理 可 证 So 十 & 一 & 
性 质 4.2.5 V gE€g(R), 存 在 唯一 负 元 一 g€g(R) ,使 得 
a i 
证 明 :Y g= (zw 有 DE&(CR) ,由 定义 4.1.4 得 
—g+g=(— zp,p)) + Cr,lp, 4) 
+ zp — zp +t xp) 
一 这 二 六 一 直 十 全 
= (0,l:0,0)) = gw。 








(—z+zrk 


同 理 ,有 
g++(—8)= go。 
车 还 存在 一 g' 一 Cz' ,ly' ,py 站 是 g 的 负 元 , 则 它 应 满足 
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一 8 ++g= 8g; 














即 
7Z 十 ZU t= | - 
(= rz ,= C00,07), 
亦 即 
, TL 十 ZK Zp 十 ZU 
Z' 十 工 = 一 0， 下 0， Er 0， 
从 而 有 ， 


zl' 一 一 z， 凡 =p pH =p 


故 在 g(R) 中 关于 任 一 泛 灰 数 g 的 负 元 存在 并 且 唯 一 。 
综合 如 上 五 个 性 质 ,可 得 如 下 定理 : 
定理 4.2.1 泛 灰 数 集 gCR) 上 的 加 法 成 一 个 Abel 群 ,可 称 
之 为 泛 灰 Abel 加 群 。 
二 、 泛 灰 数 乘法 的 运算 性 质 
性 质 4.2.6 8(R) 对 其 乘法 封闭 , 即 
VY ggzESg(R) ,有 8& gEg(R),. 
性 质 4. 2.7 泛 灰 数 的 乘法 满足 交换 律 。 
性 质 4. 2. 8 泛 灰 数 的 乘法 满足 结合 律 。 
性 质 4.2.9 g(R) 中 存在 唯一 的 单位 元 gv, 使 得 VY SEE 
8(R), 均 有 gw*g=g* gw=g。 
证 明 : 
设 g=(z lp,pDEg(R), 则 
gw 8g = 1,1)). (Cr 到 人) 
一 (zsA 人 ) = g; 
同 理 , 有 
E "Sm 一 So。 
若 还 有 go 一 (ze ,VK' 总 也 是 g(R) 中 的 单位 元 , 则 它 必 
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须 满 足 
So E8E 一 ES0 一 8， 
即 
Cz’ lp pe 人) (ze 人 3) = (zw )， 
zp pH) Cr lp’ pH) = (zp )。 
由 上 两 式 均 可 得 
zz’ lip Lp RI) = (ze 友 ])， 
由 定义 4.1.5, 得 
z=1, p=1, y=1, 
于 是 
gb = (D1,15) = go 
注 : 泛 灰 数 的 乘法 满足 消去 律 。 
性 质 4. 2. 10 除 零 元 go 与 亚 零 元 g'wy 外 ,VY gE g(R), 皆 有 
唯一 的 道 元 g-!= (x7 ,p71 ,pj- 呈 )。 
证 明 : 因 为 
gg = pp ) ,pyY) 
一 (LE,13) = go,, 
且 同 理 有 
ES 一 Su， 
所 以 ,8 一 (人 ze 史 是 8 一 (ze 公 用 的 道 元 。 
若 还 存在 gi!== (zi,ltpa ,hh 六 是 g 的 道 元 , 则 有 
8 8 一 So 或 8 .8 一 8， 
即 
zip pa 1) (ze = (13) 
或 
Cr 人) rl) = (01,19). 
由 以 上 两 式 均 得 
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T= ,= a = 

可 见 ,gs 一 (ze 有 一 8 5, 即 有 的 道 元 存在 并 且 唯一 。 

综合 性 质 4. 2. 6 一 4. 2. 10, 可 得 如 下 定理 : 

定理 4.2.2 泛 灰 数 集 g CR) 上 的 乘法 成 一 个 Abel 群 , 可 称 
之 为 泛 灰 Abel 乘 群 。 

一 个 具有 两 种 运算 的 代数 系统 即 称 之 为 环 。 如 果 某 个 代数 系 
统 中 所 有 元 素 满足 : 

(1) 加 法 结合 律 ， 

(2) 加 法 交换 律 ， 

(3) 乘 法 结合 律 ， 

(4) 一 元 一 次 方程 可 解 ， 

(5) 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 ， 

则 这 个 代数 系统 构成 环 。 

定理 4.2.3 泛 灰 数 集 g(R) 的 乘法 和 加 法 两 种 运算 构成 环 。 

证 明 : 要 证 g(R) 构 成 环 , 只 需 证 明 在 g(R) 中 ,以 上 五 个 条 件 
满足 即 可 。 

由 前 面 讨论 知 ,条 件 (1), (2) , (3) 在 g(R) 中 是 成 立 的 ,下 面 证 
明 条 件 (4) 和 (5) 。 

证 明 在 g (R) 中 一 元 一 次 方程 可 解 , 即 要 证 明 Y gl,8zE 
8(R) ,存在 gE g8(R) ,使 得 

g++&= g2, 
亦 即 
(zp RY) 十 CE 人) = (za lp pa |) (4-2-1) 

成 立 。 

根据 泛 灰 数 的 加 法 运算 规则 ,在 式 (4-2-1) 两 端 同时 加 上 & 
的 负 元 一 外 = (一 zi la, pa 下 ,得 

(zi) = rp pa 1) + (— zx,tp ,pa 1) 


2 
= (zs 一 Zu 





ps 一 Th apa 一 Ti 1 
Ns 习 )E g(R), 

(4-2-2) 
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将 式 (4-2-2) 代 入 式 (4-2-1) ,得 知 等 式 成 立 , 即 (4-2-2) 式 是 方程 的 
解 。 
证 明 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 , 即 要 证 明 Y gi,g:,g;3Eg8(R), 有 
EB1(g2 十 83) = gg: gg 
或 (8g: g3)8 = geg1 十 gsg1o 
实际 上 ， 
gg + gril py) {rap pa ) 十 (zs 大 3)) 


1Tap + Za ap 十 Za 下 
Ts 十 Xs ”ZX 十 xz “ 
《Zapi 十 TA) TL (zap 十 Tf) Th 习 

(zz 十 Ta)z ” (zs 十 za)T  “ 


二 TT2 lb 十 ZiZaAp ZiZ2Apa 十 ZITaAAas 
= | nn TH), 
XT 十 ZiZs Zizz 十 ZiZy 


= (zllps pa )| zs 十 zs 


一 (a 十 zz 





Big 十 gg = (Ti1T2 lp pe » La ps ]) 十 (zizs lp pps ]) 


ZiT bs 十 ZiZapap Lizappe 十 ZiZaapes | 
= 1 
(a tol nfo nto 有， 
所 以 





Bi(g2 + gs) = gig2 + ge 
” 同 理 可 证 。 
(gz2 十 83)g81 = g281 十 gg1e 

即 泛 灰 数 满足 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 

综 上 可 知 ,定理 得 证 。 

注 :因为 泛 灰 数 的 乘法 满足 交换 律 ,所 以 ,g(CR) 对 其 乘法 和 加 
法 构成 一 个 可 交换 环 , 称 之 为 泛 灰 可 交换 环 。 

一 个 至 少 含有 两 个 元 素 的 环 , 即 称 之 为 域 . 如 果 环 的 乘法 运算 
还 具有 性 质 : 

(1) 有 单位 元 素 ， 

(2) 有 逆 元 素 ， 

(3) 交 换 律 成 立 ， 
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则 这 个 环 即 构成 域 。 

根据 性 质 4. 2. 9 和 4. 2. 10 可 知 定理 4. 2. 4 成 立 。 

定理 4.2.4 泛 灰 数 集 gCR) 上 的 加 法 与 乘法 两 种 运算 构成 
一 个 域 , 可 称 之 为 泛 灰 域 。 


§4.3 泛 灰 数 的 序 关 系 


定义 4.3.1 设 g= (zi lp pa 习 ,g:= (zz, tp, pi E 
G(R) ,如 果 工 之 zs, 则 称 gi 小 于 g2, 记 作 g1<g;。 

这 样 规定 泛 灰 数 的 大 小 关系 是 可 行 的 。 

如 果 观 测 部 z: 值 比 zx, 值 大 , 且 灰 信息 部 上 .下 隶属 度 如 ,Am 
也 较 4,p 大 , 则 称 g <g:, 这 是 比较 好 理解 的 。 如 果 观 测 部 z: 值 
比 zx 值 大 ,而 上 \ 下 隶属 度 妨 ,ma 比 ,ph 小 ,仍然 称 g<<gz, 似 乎 
不 太 好 理解 。 其 实 这 种 情况 下 定义 仍 是 可 以 理解 的 。 比 如 用 某 流 
速 仪 测 河水 的 流速 ,可 能 会 随 着 河水 流速 x 值 的 增 大 ,测量 的 精 
度 越 来 越 差 , 即 上 、 下 隶属 度 越 来 越 小 。 设 甲 河 实测 流速 xz, 大 于 乙 
河 实测 流速 xz, 尽管 甲 河 上 、 下 隶属 度 小 于 乙 河 的 ,但 按 实际 情况 
和 人 们 的 思维 习惯 来 理解 ,还 只 能 认为 甲 河 泛 灰 数 大 于 乙 河 的 。 

从 定义 泛 灰 数 的 目的 来 看 ,尽管 它 是 在 描述 观测 部 的 同时 ,还 
注意 考虑 灰 信 息 部 ,但 总 体 还 是 以 观测 部 z 值 为 主体 。 因 此 , 仅 以 
工 值 的 大 小 作为 确定 泛 灰 数 大 小 关系 的 依据 是 可 行 的 。 

当然 ,既然 泛 灰 数 是 由 观测 部 和 灰 信 息 部 组 成 ,那么 ,在 有 些 
情况 下 ,在 比较 泛 灰 数 大 小 时 ,不 仅 要 考虑 到 观测 部 z 值 大 小 ,而 
且 还 要 考虑 上 、 下 隶属 度 的 大 小 。 比 如 ,§ 4. 10 中 介绍 的 规划 问题 
就 是 一 例 . 对 此 ,下面 将 分 两 种 情况 再 给 出 泛 灰 数 的 序 关 系 定义 和 
表示 方法 。 

定义 4.3.2 设 g= (zlipasp Dg = (rllp, pi €E 
8g(R), 且 z 过 (或 才 )z;， 
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了 
(1) 如 果 名 了 各 < 双方 各， 则 记 吕 < (或 <)go; 


(2) 如 果 各 二 名 之 台 二 各 ， 则 记 < 中 (或 < )g,。 


(1) 规 定 的 序 关系 可 称 之 为 层次 型 序 关系 (2) 规定 的 序 关系 
可 称 之 为 系统 型 序 关系 。 下 面 分 别 介绍 它们 的 含义 。 

1. 层次 型 序 关系 . 

从 系统 论 的 观点 看 ,系统 的 灰 与 白 与 观测 的 层次 有 关 。 若 用 高 
层次 代表 系统 的 整体 层次 .认识 的 概括 层 ,用 低层 次 代表 系统 的 微 
观 层次 .系统 的 部 分 (深部 .内 部 ) 层 次 .认识 的 深化 层次 , 则 同一 -个 
系统 中 的 同一 个 参数 ,在 高 层次 中 是 白 的 ,而 到 低层 次 中 便 可 能 是 
灰 的 ,如 和 人 的 年 龄 ,从 “年 ”这 个 层次 来 讲 是 自 的 ,从 “ 秒 ”、“ 微 秒 "等 
低层 次 上 来 讲 就 是 灰 的 ,从 误差 理论 的 观点 来 看 ,用 同一 种 测量 工 
具 测 量 高 层次 的 物体 很 可 能 接近 精确 值 , 而 测量 低层 次 的 物体 就 
可 能 带 来 很 大 误差 ,可 信 度 就 很 小 。 如 用 米 尺 测量 房屋 的 高 低 长 
度 , 则 能 达到 测量 目的 的 要 求 , 而 用 它 来 测量 很 小 的 物体 (如 纸张 
的 厚度 ) , 则 其 测量 值 的 可 信 度 将 难以 置信 。 各 多 < 妈 十 反 所 
过 的 就 是 这 样 的 层次 关系 ,其 中 的 “<* 是 不 同 层次 中 江 灰 数 的 大 、 
小 比较 关系 ;一 "是 同一 层次 中 泛 灰 数 的 大 、 小 比较 关系 。 这 类 序 
关系 可 统称 为 层次 型 序 关系 。 

2. 条 统 型 序 关 条 

从 系统 论 的 观点 来 看 ,系统 的 灰 与 白 在 很 大 程度 上 取决 于 系 
统 的 复杂 程度 .系统 越 复杂 ,获得 的 可 靠 信息 率 可 能 会 越 小 .比如 ， 
河水 流速 越 大 ,流动 状态 可 能 会 从 层 流 变 成 厅 流 ,水流 运动 性 质 就 
变 得 越 复杂 ,使 得 观测 结果 越 灰 . 由 于 人 们 对 客观 世界 认识 的 局 限 
性 ,研制 出 的 测量 工具 往往 只 能 适应 系统 复杂 程度 不 超过 一 定 限 


度 的 系统 的 量 的 测量 。 如 前 面 所 提 到 的 河水 流速 的 测量 ,包子 名 > 


各 了 各 描述 的 就 是 这 种 情况 , 即 上 、 下 来 属 度 小 ,但 实测 信 大 。 这 种 
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从 系统 复杂 程度 引出 的 序 关 系 , 称 为 系统 型 序 关系 。 
8$4.4 泛 灰 向 量 及 其 运算 


定义 4.4.1 称 向 量 
ge (gi, gg,), 

为 n 维 泛 灰 向 量 , 其 中 ,g; Eg (R),i=1,2,…,n;gi 称 为 n 维 汉 灰 
向 量 g. 的 第 j 个 分 量 。 

分 量 都 是 go 的 向 量 , 称 为 泛 灰 零 向 量 , 记 作 

go = (go go Bo0))e 

向 量 ( 一 ,一 g2，,… ,一 g"), 称 为 向 量 8. 的 泛 灰 负 向 量 , 记 作 

Be， 





Bo 一 《一 Bi 一 Ca 一 Co)。 
定义 4.4.2 设 8. 一 (gg gun)， 
Bp= (ga ge ,Be2n), 
当 且 仅 当 
SU 一 gx， So 一 Sm， Sn 一 So， 
称 8。 与 8p 相等 , 记 作 g. 二 gp。 
定义 4.4.3 设 g.=(gu,g12,"* ,81n)， 
Bp= (ga gz 2n)» 
则 向 量 
(gu 十 gaygta 十 828 十 So) 
称 为 泛 灰 向 量 8。 与 gs 的 和 , 记 作 8 十 gp。 
由 负 向 量 , 即 可 定义 泛 灰 向 量 的 减法 : 
8 一 86 一 8。 + (— ge) 
(g1 一 8ayglz — B22 Bln 一 So)。 
定义 4.4.4 设 g.=(gi,g:,…,g,),gEg(R), 则 向 量 
(gg1,g882，"…,88") 称 为 泛 灰 数 g 与 泛 灰 向 量 8。 的 乘积 , 记 作 g。 
8: 或 g.*g。 
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泛 灰 向 量 的 和 ( 称 为 加 法 ) 及 泛 灰 数 与 泛 灰 向 量 的 乘积 两 种 运 
算 ,统称 为 泛 灰 向 量 的 线性 运算 。 它 满足 如 下 运算 定律 ( 设 g。,g， 
8 都 是 n 维 江 灰 向 量 ;g1,g2€ g(R)): 
(1) 8 十 8p 一 8p 十 Be; 
(2) 〈8。 十 8p) 十 8 一 8 十 (88 十 Bz)5 
(3) 8 十 8o 一 8o; 
(4) 8 十 (一 8o) 一 8o; 
(5) So。8。 一 8 
(6) gil(g:°* 8)=(g1° 82)° ges 
7) gl(g:+8g82)=g1* getg1" ges 
(8) (gi1+g2) * ge=g18e+ gg8eo 
证 明 : 这 些 运算 定律 均 可 根据 泛 灰 数 的 运算 性 质 以 及 泛 灰 向 
量 的 线性 运算 定义 得 到 。 下 面 仅 给 出 (2) 与 (8) 的 证 明 。 
设 8g.=(guygtz…gn)， 
Bp= (ga B22 2n), 
Br= (ga ga 8am), 
则 
(ge + 8p) 十 gr ={(guv gi Bn) + (gorg2rr'" B82)) 十 
“ (8aly8az，…ySan) 
=(gu 十 Say8lz 十 gag 十 So) 十 
(Sa ,8az，… San) 
=(gu 十 gut gg 十 gz 十 Ba， 
gin 十 gz 十 Bao) 于 
而 8. 十 (ge 十 8y) 一 (En vg Ei) + {ga ga 82n) 
十 (8gal,gaz，…gan)) 
一 (8uyglz gw) + (ga 十 Bag 
十 gaz，… gz 十 Ba) 
一 (gu 十 82 十 gay8glz 十 go 十 Ba， 
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Su + gzn 十 Sa)， 
可 见 (8g。 十 gp) 十 Br 一 8 十 (8p 十 8y)， 
即 定律 (2) 成 立 。 
因为 
(gi 十 gz)8。 一 (8 十 82) * (gu B12 BIn) 
=((g1+ g2)gu,(g1 十 82)8la，… (B81 + 82)81) 
=(ggn 十 8280y818l 十 Bag12°"* » BIBIn + B281n) 
=(g181 gg" BE) + (grg811 82812,°"* ,B281n) 
=81(gu1 sg812"" BI) + Bag111 gl 81) 
一 818。 + S28。， 
可 见 定律 (8) 成 立 。 
由 此 可 见 , 若 将 全 体 n 维 泛 灰 向 量 构 成 的 集合 记 为 GC"(R), 则 
G"(R) 构 成 一 个 线性 空间 ,可 称 之 为 泛 灰 线性 空间 。 


$4.5 泛 灰 行列 式 


为 了 研究 证 灰 线 性 方程 组 以 及 泛 灰 道 矩阵 ,本 节 介 绍 泛 灰 行 
列 式 的 概念 。 
定义 4.5.1 设 gj€Eg(R);i,j==1,2,…,n，, 称 
Si Bl … Bl 


def [B21 B22 “** Bz2n|def 
Sp 一 De A 宇 D1(— 1)'gin, 82p,°"* Bnp, 


Bn Bn lm 
为 n 阶 泛 灰 行列 式 ,gj 称 为 它 的 元 素 ;p1p.…p, 为 自然 数 1,2,…， 
的 一 个 排列 。 
在 此 定义 下 ,根据 泛 灰 数 的 运算 性 质 , 可 以 证 明 泛 灰 行 列 式 具 
有 普通 行列 式 相应 的 性 质 。 


性 质 4. 5. 1 互 换 泛 灰 行列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 。 
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性 质 4. 5. 2 
gu CS 十 有 0) = 3 

















ey 
Bl (gj 十 BE) Bm 
gu EU … Sn gn Eu Bl 
us Er 十 wo ¥ 
Bn Bnj En gn Bj Bn 
gu En 


Bop=|gn+ghn ** BE 十 Bo 


Bu ”… SB SI Bu 


=|gn * gn|+ len * gh|。 





Bu Bm Bn gon 
性 质 4. 5.3 ” 泛 灰 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 同 乘 以 泛 
灰 数 g, 等 于 用 g 乘 此 行列 式 。 
性 质 4. 5. 4 
Dgs “Shu 一 BDO; 


hl 


Dea: Ba 一 Bp6ij, 


k=1 


1l, i=j; 
其 中 4 他 ij。 
SA 为 go 的 元 素 gi 的 代数 余子 式 , 称 为 泛 灰 代数 余子 式 。 
以 上 性 质 的 证 明 从 略 。 
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自然 , 泛 灰 行列 式 还 具有 与 普通 行列 式 相应 的 其 他 性 质 , 例 
如 ,将 泛 灰 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 泛 灰 数 g, 加 到 另 一 行 ( 列 ) 
上 , 泛 灰 行列 式 不 变 ,等 等 .为 了 利用 这 一 性 质 来 计算 泛 灰 行列 式 ， 
定义 泛 灰 行列 式 
SI B12 ”… gm 
Bo 8Sz ”Sm 


Bo Bo，。… Sm 
为 三 角 泛 灰 行 列 式 , 它 具有 与 普通 三 角 行列 式 相同 的 性 质 , 即 其 值 
为 Eu。8gz…gm。 如 
_| (Ai,23) (1,50.5,0.83) 
m=) 1,K1,2 习 ) (0.5,0.4.0. | 
一 (1, 人 0.4,1.23) 一 (一 1,40.5,1.63) 
一 (2, 必 0.45,1.4 习 )， 
车 将 go 的 第 1 行 乘 以 去 加 至 第 2 行 上 ,得 
(2, 必 1,2 习 ) (1,l0.5,0.87) 
(0 必 0,0 人 ) (1,l(0.45,0.7]] | 
一 (2, 必 1,23)(1, 人 0.45,0.73) 
=(2,l:0. 45,1.47])。 
可 见 , 两 种 方法 结果 一 致 。 
行列 式 可 以 用 于 求解 线性 方程 组 ,其 中 起 主要 作用 的 是 克 莱 
姆 法 则 。 为 此 下 面 将 证 明 克 莱 姆 法 则 对 泛 灰 数 仍然 成 立 。 
定义 4.5.2 称 方程 组 
Bugs 十 Bugs, 十 … 十 Sngr 一 8 


hn 





Bugr, + ggr, 十 … 十 gengs, = B2 45-1) 





gmngr 十 Enagr 十 … 十 Bumgs, 一 Bn 
为 n 元 泛 灰 线性 方程 组 。 其 中 ,gi,g;€Eg(R)(i,j 二 1,2,…,n) 都 是 
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证 灰 常数 ;g- (一 1,2,…,) 为 泛 灰 未 知 数 。 
若 存 在 一 组 泛 灰 数 g- 一 gf ,g- 一 52，…,g- 一 &5 使 方程 
组 (4-5-1) 恒 等 , 则 称 gf ,g 纪 ,89 为 二 元 泛 灰 线性 方程 组 (4- 
5-1) 的 泛 灰 解 ,简称 为 解 ;求解 过 程 叫做 解 泛 灰 线性 方程 组 。 
克 莱 姆 法 则 ” 若 方程 组 (4-5-1) 的 系数 行列 式 不 等 于 g"o， 即 
Bu Bin 


Sp 一 天 go 








Bm ' Bm 
则 方程 组 (4-5-1) 有 了 唯一 泛 灰 解 : 

Bn = BD/g80'8s, = gp,/g8D’""* ,8s, = Bp,/gD (4-5-2) 
其 中 ,gn,(i 二 1,2,…,n) 为 将 gp 中 的 第 i 列 的 元 素 用 方程 组 (4-5- 
1) 右 端的 泛 灰 常数 代替 后 所 得 到 的 行列 式 。 

证 明 : 设 方程 组 (4-5-1) 有 解 , 即 有 一 组 泛 灰 数 g: ,g:,，…,g:, 
满足 (4-5-1), 则 只 要 证 明 g:,(i=1,2,…,n) 将 由 (4-5-2) 式 给 出 即 
可 。 

事实 上 ,用 go 中 第 j 列 元 素 的 代数 余子 式 gw yes mg， 
依次 乘 方程 组 (4-5-1) 的 ”个 方程 ,并 把 它们 相 加 ,得 


(Dgnga)gn + + (D888 十 …… 十 (gungw)8。 
k=] kml Rl 


Spe. (4-5-3) 
根据 性 质 4. 5. 4 可 知 , (4-5-3) 式 为 
gog:, = go, (j=1,2,.,n), 
因为 go 关 g"w ,所 以 ,(4-5-2) 式 成 立 。 
为 了 证 明 解 的 唯一 性 ,还 需 验 证 (4-5-2) 确 是 方程 组 (4-5-1) 的 
解 。 亦 即 要 证 明 
ga is 十 giz 2 十 … 十 本 全 =g (i=1,2,.,n)。 
为 此 ,考虑 如 下 十 1 阶 泛 灰 行列 式 : 
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& 8 
a i re 


Bn Bn “* bam 
它 的 值 为 泛 灰 零 元 ge ,把 它 按 第 一 行 展开 , 即 得 
So 一 BiSBp 一 SBngp 一 … 一 BingD, 
即 


gp, 
gp 





go, gp, 
gn Bo + gz Pa i 


一 二 go +g=g (=1,2,.,n), 
例 4.5.1 求解 二 元 泛 灰 线性 方程 组 
(5,l— 2,0.2 1)gs, + (4,0. 4,0.851)g., = (8,l{0.1,15), 
人 6,0,8)])gs 十 (21,23)g- = (3,— 0.5,2 7), 


解 :因为 


EDp 一 





(5 尾 一 2,0.2 人 ) (4,l0.4,0.89) 

(2, 必 0.6,0.83) (2, 必 1,23) | 
一 (10 淡 一 2,0.43) 一 (8,0.24,0. 649]) 
=(2,k— 10.86, 一 0.563) 天 goo， 

所 以 方程 组 有 唯一 泛 灰 解 。 





(8,l:0.1,17) (4 Ko.4,0.83) 
| Go5,23) C21,29) | 
=(16,0.1,29) 一 (12,— 0.2,1.69) 
=(4,1,3.29]), 
(5sE— 2,0.29) (8,!0.1,19) 
| C2,10. 6,0.89) | 





=(15,(1,0.47) 一 (16,E0.06,0.83) 
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=(— 1,l— 14.04,6.3)), 








gs gD/gD (2 记 86”7 多 习 ， 
1 1r702 85 
gs, = gp/gn | F543 7 | 





§ 4.6 泛 灰 矩阵 及 其 运算 


一 、 泛 灰 矩阵 的 概念 


定义 4.6.1 设 gj€Eg(R)(i=1,2,: 


mXn 个 泛 灰 数 gi 排 成 的 mm 行 n 列 的 表 
Bu Bi ”… Sn 


站 学 BE21 B22 Bin (4-6-1) 


,m3j 二 1,2,…,n)，, 由 


ml Bm “ Bmn 
称 为 m 行 n 列 泛 灰 矩 阵 。 这 mXn 个 泛 灰 数 1 称 为 泛 灰 短 隆 84 
的 元 素 。 通 常 (4-6- 人 
= (gij)nxno 
当 行 数 等 于 列 数 时 , 涝 区 失 阵 条 为 记 友 方 阵 。 

当 泛 灰 数 都 取 go 时 , 泛 灰 矩阵 称 为 泛 灰 零 矩阵 , 记 为 

由 Ss “| 

def 
8 三 | … | 
0 ”Bo 


定义 4.6.2 称 方 阵 


Bu) Bo) 
gy Bo) 





So So 





def|goo BW ”go 
| 和 


Bo Bo 
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为 n 阶 泛 灰 单位 阵 , 其 中 ge 为 泛 灰 零 元 。 
设 ga 一 (go)sxsygs 一 08)wxs 如 果 它 们 的 对 应 元 素 相 等 , 即 


Bj=85 GG=12 ,m3j = 1,2,.° ,1), 
那么 就 称 泛 灰 矩 阵 g4 与 gs 相等 , 记 作 
B84 = Bp。 
二 , 泛 灰 矩阵 的 运算 
定义 4.6.3 设 g4 二 (gi)mxnwgs 二 (8%)mxn， 那 么 泛 灰 矩阵 
gut+gh gnut+gl ** gn gl 
def | ga 十 gi Ba Bl Bo 十 St 
84+8 一 . Cr a 9 
二 


叫做 谤 灰 和 矩阵 g4 与 gs 的 和 (和 运算 也 称 为 加 法 )。 
和 矩阵 


Bu TB: ”… 一 gw 
一 8 一 gz 一 So 
Bm Bm 一 Sm 


称 为 泛 灰 矩 阵 g4 的 负 和 矩阵 , 记 为 一 84。 这 样 , 泛 灰 矩阵 的 减法 定义 
为 
B4 一 8s 一 84 十 (一 8s)。 

由 于 泛 灰 矩阵 的 加 、 减法 归结 为 它们 的 元 素 的 加 、 减 法 ,也 就 
是 泛 灰 数 的 加 、 减 法 ,所 以 ,不 难 验证 泛 灰 矩阵 有 如 下 的 运算 定律 ; 

结合 律 : ga 十 (gs 二 gc)}= 《ga 十 ga) 十 gc; 

交换 律 gs 十 ga 二 gs 十 g4; 

84 十 go 一 84i 84 一 84 一 8o。 
定义 4.6.4 谤 灰 数 5 与 泛 灰 矩 阵 g4 的 乘积 定义 为 


B81 ” SS 
gB 一 | … | 
Bm Enr 
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定义 4.6.5 设 8 一 (Cgn)nxiy8gs 一 (8' 0,xo 则 定义 泛 灰 矩阵 
g4 与 84 的 乘积 gu 为 加 xz 泛 灰 甜 阵 ,g84s 蛙 Ce"), 其 中 
gi = Dgag'y C=1,2, mj = 1,2,.,n),。 
k=l 


泛 灰 矩阵 的 乘法 满足 如 下 运算 规律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ) : 
(1) (ga°* ga)gc=ga(gs * Bc); 
(2) 8a4(8s 十 8c) 一 848s 十 84gc， 
(8s 十 gc)84 一 8s8g4 十 8cg4; 
(3) (ga)nxn * (B81)nxn= (gaA)nxn=gAs 
(gl)nxm * (84) 一 8B4。 
定义 4.6.6 对 于 nn 阶 泛 灰 方 阵 g4, 定 义 


8 一 84…84 (kk 为 正 整数 ) 
a 
为 泛 灰 方 阵 g4 的 次 短 。 
由 于 泛 灰 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 ,所 以 泛 灰 方 阵 的 千 满 足以 
下 运算 规律 ; 
8 gh 一 8 (8 = 84。 
三 、 泛 灰 逆 阵 
定义 4. 6.7 对 于 nn 阶 泛 灰 方 阵 g4, 若 存在 n 阶 泛 灰 方 阵 gs， 
使 
BABa= gs°* 84= Bi 
则 称 泛 灰 方 阵 g4 可 逆 , 并 把 泛 灰 方 阵 gs 称 为 g4 的 泛 灰 逆 阵 , 记 
为 
gs 二 ga! 或 g4'。 
定理 4. 6. 1 如 果 泛 灰 方 阵 ga 可逆, 那么 g4 的 泛 灰 逆 阵 是 
唯一 的 。 
证 明 : 设 gs,gc 都 是 g4 的 泛 灰 逆 阵 , 则 有 
Bp 一 gpg! 一 ga(gagc) — (ggg84)8c 一 Bigc 一 gc 
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所 以 gx 的 证 灰 道 阵 是 唯一 的 。 

定理 4. 6.2 泛 灰 方 阵 g4 可 逆 的 充 要 条 件 是 |g (天 gw 

证 明 : (必要 性 ) 

因为 g4 可 逆 , 即 有 ga', 使 848 二 gt。 所 以 ,1gal* lgx'| 二 
gw， 从 而 有 |g4| 关 gw。 


(充分 性 ) 
因为 |g4| 关 g"ww, 所 以 ,可 作 泛 灰 方 阵 
A 
88 一 [els ， 
其 中 ， 


5 
|84， 84 “” B84, 
BA, Bh “BE4 
8g4i 为 g4 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 g; 的 代数 余子 式 (i,j 二 1,2,…， 
7);g4' 称 为 g4 的 泛 灰 伴随 方 阵 。 从 而 


1 1 1 ,< 
Sg .一 一 ( 
ga TS Tas = Tar (28n8an) 


= 全 Tenlg) = 8。 
同 理 可 证 [Len ， gx 一 8 所 以 , 按 泛 灰 道 阵 的 定义 ,有 


te 
24 Ti84 . 

定理 4.6.3 设 g4,gs 为 同 阶 可 逆 泛 灰 方 阵 ,g 关 g"w€E 
&8(R), 则 

(1) gx! 亦 可 道 ,和 且 (g4') ' 二 g4; 

(2) gg4 亦 可 逆 , 且 (884)-' 一 二 gx 

(3) ”gngs 亦 可 道 ,是 (gsgs) ! 二 g3'g841。 
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证 明 :( 略 ) 。 
例 4.6.1 求 泛 灰 方 阵 
er = [2 Gs] 

2,01,15) (1,lt0.5,0.8)) 
的 逆 阵 ,并 验证 (gx1)-' 二 g4。 

解 :因为 
lga| 一 (5, 作 0.5,0.963) — (4,lt0.5,151) 

一 (1,K0.5,0.8 人 ) 天 go， 
所 以 ,ga' 存在 ,并 且 





8 一 Biss 所 C0 区 
TO1,0.5,0.87) (一 | 

L (一 21,13) 5,1,1.29) 

TGSEL13) (一 lr 

L221.259) 5,2,1.53) 4° 





因为 
je 一 (El1,13) (一 | 
(—2,2,1.257) (5,2,1.55) 
=(5,(2,1.57) — (4,l(2,(1.25): 7) 
=(1,l(2,1.25]) 天 go， 
所 以 ， 
(8X1) 一 = 到 TT 


ED | 
2,2,1.259) (01,01,13) 
了 (2, 必 0.5,13) ]- 

TL Ca,13) Ako.5,0.89)1 8 


*。113。 


$4.7 泛 灰 线性 方程 组 的 求解 


$4.5 给 出 了 特殊 泛 灰 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 。 运 用 克 莱 
姆 法 则 求解 方程 组 的 方法 对 二 元 、 三 元 方程 组 是 有 效 的 ,但 对 规模 
较 大 的 方程 组 ,由 于 计算 量 很 大 ,其 求解 比较 麻烦 .因此 ,本 节 进 一 
步 讨论 一 般 泛 灰 线性 方程 组 的 求解 方法 。 
设 有 一 般 泛 灰 线 性 方程 组 
Bugn 十 gigs, 十 … 十 ggr 一 SU; 
BE218- + Bzzgr 十 … 十 gangs, = B23 
， (4-7-1) 
BmBr 十 BnBs, 十 … 十 Bmngs, = gm， 
其 中 ,gi,gi€ g(R) 为 泛 灰 常数 ,g;,Eg(R) 为 泛 灰 未 知 数 (i 二 1,2， 
m3j 二 1,2，,…,n), 则 有 下 面 的 定理 。 
定理 4.7.1 设 
gi = (blipg(b,) ,5) |); 
Bi 二 Cao 人) 
二 (zp 0 |)s 
i=1,2,.% ,m3j=1,2,.° ns 
则 泛 灰 线性 方程 组 (4-7-1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 下 列 三 个 普通 
线性 方程 组 均 有 解 (p4,pE R): 
anzl 十 alzzz 十 … 十 anz, = bs 
Qazi 十 azzzz 十 … 十 az = bs 


(4-7-2) 


QmTl 十 anzTz 十 … 十 amnzu 一 bm， 


富生 主 琶 名 


QT 十 Qianszap 十 … 十 Cnpnznt 

















an 十 alzzz 十 … 十 dnt, 一 4 
QzapziITIAI 十 Q22 22T2 V2 十 … 十 aznpl2nTn pln CD 
QnTl 十 azzTZz 十 … 十 aznTn E27 
Qam pm Tp + ampim2T2plz 二 “°° + Amn femn Tn pen (C6) 
QamiT! 十 amaTs 十 … 十 QmnTs 外 
(4-7-3) 





antuzip + alzpazzape 十 … 十 QinpanTop = LC); 
aunzl 十 alzzz 二 "十 QinTn 





Qupuzips 十 anpuTps + *** + AamfanTnlln = J(b,); 
Anzi 十 aazza 十 … 十 QznTw 








am fm IAA a am2 fenzT2 12 十 … 十 Qimn fomn Tn bn a ZCb, ) 
CaiZi 十 AmzZe 十 … 十 RmsTn ei 


(4-7-4) 
证 明 : (必要 性 ) 设 方程 组 (4-7-1) 有 解 

g# = (TO 1) ); 

2 = (zK 凡人); ey 


gs = (zol 内 ) 


将 (4-7-5) 式 代入 方程 组 (4-7-1) ,并 根据 泛 灰 数 的 加 法 定义 ,得 下 
列 m 个 恒等式 : 





= » 


Dd > auz? az 


j=l i=1 


和, | Davpa ps av 
Dyavz? sl 六 人 ! 


= (OECD ,pb1) 3 ); 


E15 





[aaa Davparyps 1 
| ! 


DJ a}, 1 全 和 3 站 四 
aaaz? > aaz? | 
jl j=1 
(6, lg(6,) ,Ab 习 ); 





, . 
‘0.0 pe .0 一 0 
5 了 apmtIN am 凤 
ij=1l j= 
> aiz?， 上 中 全 
jy 0 
2 arro, aaj29 


= (bn ,lp (bn,) ,bn) )] ) 。 
再 根据 泛 灰 数 相等 的 定义 ,得 


Dhar =b C=1,2,,m)s 
j=l 

> on 

1 


" 
> 0 
QU 
je! 
a 


2» 


=! 


Dy a? 


j= 


由 (4-7-6) 式 知 





= 6) C=1,2,,m); 


TI 





一 AKC) (= 1,2,.%,m)。 


0 

1 1 
| 
2 = Xa 
T= 


是 方程 组 (4-7-2) 的 解 。 
由 (4-7-7) 式 知 


*，116。 


(4-7-6) 


(4-7-7) 


(4-7-8) 





= 
= 
是 方程 组 (4-7-3) 的 解 。 
由 (4-7-8) 式 知 
所 一 网 ; 
pp wy A 
所 二 成 


是 方程 组 (4-7-4) 的 解 。 必 要 性 得 证 。 
(充分 性 ) 设 方程 组 (4-7-2)、(4-7-3)、《4-7-4) 分 别 有 和解 : 





2 外 局 
0 0 一 0 
x=| |，a= | 名 |，5= | |， 
zn 儿 A 
由 必要 性 的 证 明 可 知 


gs = (zo ,1 )s 
go = (zh RD); 


gs, = (ze 网?)。 

就 是 泛 灰 线性 方程 组 (4-7-1) 的 解 。 充 分 性 得 证 。 

定理 4.7.2 (1) 若 方程 组 (4-7-2) 无 解 , 则 泛 灰 线性 方程 组 
(4-7-1) 亦 无 解 

(2) 设 普通 线性 方程 组 (4-7-2)、(4-7-3)、(4-7-4) 均 有 解 , 若 
其 中 一 个 有 无 穷 多 解 , 则 泛 灰 线性 方程 组 (4-7-1) 亦 有 无 穷 多 解 ; 

(3) ”车 线性 方程 组 (4-7-2)、(4-7-3)、(4-7-4) 均 有 唯一 解 , 则 
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泛 灰 线性 方程 组 (4-7-1) 有 唯一 解 。 
定理 4.7.1 表明 ,一 个 泛 灰 线性 方程 组 等 价 于 三 个 普通 线性 
方程 组 ;定理 4. 7.2 则 指出 了 判断 泛 灰 线性 方程 组 何 时 无 解 , 何 时 
有 解 ,有 解 时 ,是 唯一 解 还 是 无 穷 多 组 解 的 方法 。 这 就 给 求解 证 灰 
线性 方程 组 (4-7-1) 提 供 了 方便 。 
例 4.7.1 求解 泛 灰 线 性 方程 组 
《10.2,0.5 习 )&8。 + (1,l:0. 2,0.671)g, 十 


(去 各 下 ss = [号 ,15 忆 ， 
(2 必 0.5,1 习 )g8。 + (— 2,!0.1,0.47)g,, 十 
(1,l0. 2,0.4 7)gs, = (3, 必 0.5,1 习 ) 
(— 2,1,11)g8s, + (2,50.5,13)g。。 
+ (1,1,25)g,, 一 (一 1\ 必 0.2,0.4 习 )。 
解 :方法 一 。 由 定理 4.7. 1 得 

太 十 zt 十 去 zy 一 二， 

271 一 2z: 十 Zi 一 3; 

一 2xzl 十 2z: 十 zs 一 一 1， 

(4-7-9) 
0. 2rA + 0. 2zzpe 十 到 za 








下 十 汪 填 二 


ZI 一 0. 2zzpes 十 0. 2zaps 
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二 ?xz 十 za 十 za -0.2 
一 2zi 十 2z: 十 za 





0. 53; 


(4-7-10) 


» 1 


js 


0. 5z17 十 0. 6zs 十 到 


Zi 十 zz 十 i 


2zi — 0. 8z2pe + 0. 47316 
2zl 一 2z: + zs 





和 


(4-7-11) 





二 2x 十 2z2pe 十 2z3ps 
一 2zi 十 2z: 十 zs 


解 线性 方程 组 (4-7-9) ,得 


一 0.4， 


3 
2 
1 (4-7-12) 
2 


将 (4-7-12) 式 分 别 代入 方程 组 (4-7-10)、(4-7-11) ,得 


0. 3 上 十 0. 1p 十 3 = 3， 
3 3 
2 0. 1 十 0.24 = 2 (4-7-13) 
一 34 十 ¥& + £4 = 一 0.2， 
.+ 

(4-7-14) 


3A — 0.4p + 0. 4 = 3; 
3 3 和 +p 下 2 一 一 0.4。 
分 别 求解 线性 方程 组 (4-7-13)、(4-7-14) ,得 


1 
-本 8 2 和 27 2 
一 77 
179. 2 ( 生 
Lz 二 9 
如 一 一 10.8， | 太 = 一 臣 。 
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由 定理 4.7. 2 知 , 泛 灰 线性 方程 组 有 唯一 解 
人 3 ,528 8 61. 号 5， 


ll 
-一 
cl| 

之 
:5 
o| 
过 


gs, 


go, = (LE— 10.8, — 199). 


方法 二 ( 克 莱 姆 法 则 ) 
经 计算 得 
lgal 


1,0.2,0.53) (1,0.2,0,6)]) (二 ,1 


(2,0.5,17) (—2,l0.1,0.47) (1,l0.2,0.47) 
(一 2, 性 1,13) (2,E0.5,13) (LE1,2 习 ) 


,0. 06 2.88 
| — 8 | 3 


lga,l 


(六 ,1.51 C10. 2,0.6 9) [去 丘 ,3 习 
(3,l(0. 5,17]) (— 2,l0.1,0.4)) (1,!0.2,0.4)) 





(一 1 淡 0.2,0.43) (2,K0.5,1 习 ) (1,K1,2)]) 
_ {|_ 1, 0.578 9.8560) 
一 (一 2 发 32 2 EE 
lga,| = 
5 I 
(LEo.2,0.5 习 ) (1. (吉本 
(2,10. 5,17]) (3,[0.5,15]) (1,lt0. 2,0.47]) 


(一 2,K1,13) (~— 1,l0.2,0.47) (Cl1E1,23 引 ) 


_ {792 12.32 .| 
=| 一 4 中 ?12 中 ， 
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lga,l 
GEo.2,0.53) (GEo.2,0.6]) 人 二 .15 习 


(2,Eo.5,13) (一 2,Ko.1,0.4]) (Ko.5,13) 
(一 2,K1,13) (2, 必 0.5,1]) (一 1Eo.2,0.4]) 





”0.648 3. 04 
=| 一 5- 人 ,一 2 和 本。 
由 于 lga| 关 g'w ,所 以 泛 灰 线性 方程 组 有 了 唯一 解 : 


= lg l/lgal =|3 3 


,179.2 7 
8 = gnl/lel = [ 诗 ,2, 衬 习 ， 


gzs = |g4,| /1g4| = (1 10.8, 一 世相 . 
方法 三 ( 道 阵 方法 ) 
因为 lgs1=[ 一 So 9 2] 关 g"o， 所 以 泛 灰 首 阵 存在 ， 
并 且 








(一 4,0.1,0.62) 一 (i ,学 a (2 ,0.07,0. 32)) 





一 人 (413 引 {2,220.6,15) = [0 


-0.6 2.4、 本 旺 吧 
(os54 引 (4 引 (— 4,lt0. 06,0.4)]) 
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Sa (2 45 中 i ed 
gz,|= gi! = (二 3 下 
? A (3, 必 0.5,13) 2 
Bs, (— 1,lt0.2,0.47) | 
lI{0. 2,0.45 Ces _ 19 、 
(nit 10. 8， | 


值得 注意 的 是 ,这 里 在 运算 过 程 中 出 现 了 诸如 一 0, 一 9-， 
2 等 形式 上 的 泛 灰 数 (参见 $ 4. 1) 。 此 时 ,可 规定 分 母 上 的 零 
参加 运算 ,以 便 最 终 把 它 消去 。 例 如 ,对 于 g., 的 求解 过 程 ， 

{C— 4,l0.1,0.671) x 








tg 
(5,1,1.55) — (003,029) .C3 
2 ,7 。 (3,l:0, 5,15) 
二 (2,[K0. 07,0. 3251). (— 1,lt0.2,0.47)} 
1 , 
{( 一 10, 必 0.1,0.9 引 ) 一 
806 ,2 全 E31) 


(3xo [5,0 + 2,0.014,0. 12851)} 





= 1 
Ca 
{(=10 =3x ot 1 0s, 
= + 20. 014,0. 1281)) 
| Ns ea 人 { 10 必 二 0 55, 二 人 9， + 


(~— 2,l(0. 014,0. 128 31) } 
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0.55 一 0.028 ,一 9.6 一 0.256】 
a 
[3 3 





人 = 12, 


这 表明 当 形 式 上 的 泛 灰 数 出 现时 ,其 运算 与 正常 泛 灰 数 的 运 
算法 则 完全 一 致 ,只 是 让 分 母 上 的 零 参 加 运算 而 已 ,并 且 相 乘 时 符 
合 消去 律 。 

由 上 可 知 ,各 种 方法 求解 泛 灰 线性 方程 组 其 结果 是 完全 一 致 
的 。 


§ 4.8 一 元 二 次 泛 灰 代数 方程 


一 元 二 次 方程 是 研究 经 典 系 统 ( 即 白色 系统 ) 的 重要 数学 模 
型 。 本 节 将 把 它 推广 到 泛 灰 数学 领域 中 去 。 
定义 4.8.1 设 go,gs,gc,grESg(CR) ,并且 ,8 天 go, 则 称 
Sa8z 十 Bigz 十 ge 一 go (4-8-1) 
为 一 元 二 次 泛 灰 代 数 方程 。 其 中 ,g。 ,gs,g 为 泛 灰 常数 ,g: 为 泛 灰 
未 知 数 ; 且 称 满足 方程 的 泛 灰 数 为 一 元 二 次 泛 灰 代数 方程 的 解 或 
根 。 
定理 4.8.1 V g. 关 gw,g;,8.E€ 8g(R), 若 方程 (4-8-1) 有 解 ， 
则 有 求解 公式 为 
gn = (— Bt 土 Net — 4g.8.)/(2g.), (4-8-2) 
两 个 根 gw8z 具 有 关系 : 
Bn 十 gs, 一 一 gs/ go Bs ° Bs, = Be/Beo 
证 明 : 设 方程 (4-8-1) 有 解 , 即 存在 泛 灰 数 g: 二 gs 满足 
Bag5 十 gogs, 十 Be 一 gn)o 
。123。 


由 于 gs 关 g' ,所 以 ,有 


2 未 eg i 至 一 go， 








亦 即 
区 
移 项 得 
te 点 双 ) -[ 肥 | - 
Pe 
dg 
从 而 
一 士 VS > 48。8-/(28。)， 
即 


gs, = (— gt Net — 4g8.8.)/(2gs)。 | 
这 说 明 , 若 g., 是 方程 (4-8-1) 的 解 , 则 它 必 由 公式 《4-8-2) 给 出 。 
由 (4-8-2) 式 , 即 知 方程 (4-8-1) 的 两 个 根 g., ,g:, 满 足 关系 : 


ge” 
定理 4. 8. 1 表明 ,一 元 二 次 泛 灰 代数 方程 的 求解 公式 以 及 根 
与 系数 的 关系 ,与 普通 一 元 二 次 实 代数 方程 的 求解 公式 以 及 根 与 
系数 的 关系 具有 形式 上 的 一 致 性 .因此 ,要 求解 一 元 二 次 泛 灰 代数 
方程 (4-8-1), 只 需 按 照 公式 (4-8-2) 求 解 即 可 ,这 就 给 求解 此 类 方 
程 带 来 了 方便 。 
由 定理 4.8. 1 即 知 下 面 定理 成 立 。 
定理 4.8.2 记 gg 一 4gsg. 二 (zo ,如 六 , 则 一 元 二 次 泛 灰 
*。124。 


代数 方程 (4-8-1) 有 解 的 充 要 条 件 是 
zo 0,4 > 0, >0。 
该 定理 可 称 之 为 根 的 判别 定理 。 
例 4.8.1 求解 一 元 二 次 泛 灰 方程 


(一 工 ,1]D8 十 (2,C2,4])8- 十 | 全 全 ,站 下 = ee。 
解 :因为 


7 
必 


— 4goge 一 (22,4]) 六 一 4( 一 1Kl,13) (3， 


al 


,讲习 
一 (4,16 习 ) 十 [5 过 ， 蛙 习 


=[9 导 9， 
满足 定理 4. 8. 2, 所 以 一 元 二 次 泛 灰 代数 方程 有 解 。 由 (4-8-2) 式 得 


gs ={- CG242,43) 士 Ms 9 各 }/2: (一 141,13) 


= 人 4) 士 |3 中,3 蛋 /213) 
由 上 式 即 得 方程 的 两 个 根 ; 


= {~ 2,K2,4 习 ) 十 3: 后 ,3 }/- 2,l1,19) 


= (二 ,1 : 


gs = {262,47) 一 | 33 下 } /213) 
,了 
2 5 5 齐 。 





8$4.9 泛 灰 代数 在 区 间 分 析 中 的 应 用 
在 实际 应 用 中 , 常 把 泛 灰 数 g== (z 必 wk(Cz) ,wzr) 习 中 的 wz) 


*，125。 


(p(x)) 理 解 为 对 zx 的 最 低 ( 最 高 ) 信 任 程度 。 如 wz) 一 0.8,p(z) 
一 0.9, 则 z 的 可 信 值 在 0.8z 到 0. 9z 之 间 , 用 区 间 表 示 即 为 
[0. 8z,0. 9z]。 可 见 , 一 个 泛 灰 数 可 以 表示 为 一 个 区 间 数 , 即 
(zwp(z),ACz) 让 ) = [zwCz),zrA(z)]。 

当然 ,此 时 必须 限制 :g(x) ,gC(z)E[ 一 1,1]。 这 样 ,有 如 下 两 个 问 
题 需要 解答 : 

问题 1 任 一 个 区 间 数 是 否 可 以 表示 为 一 个 泛 灰 数 ? 

问题 2 区 间 分 析 中 的 问题 是 否 可 以 用 泛 灰 代数 方法 解决 ? 

关于 问题 1, 有 . 

VY [a,5] ET(R) (区 间 数 集 ), 均 可 以 表示 为 一 个 泛 灰 数 
8g 三 (zp(z) ,J(z) 加 ,具体 地 说 ， 

(CD 当 a>0 时 ,有 [a,b]= (5,1 六 ; 

(2) 当 ab 过 0 时 ,上 且 max{|lal,15|}=5 时 , 则 有 

[a,b]= (6 ,1); 
(3) 当 ab 过 0, 上 且 max{|al,15|)==|al 时 , 则 有 
[asb]= alt ,1D; 

(4) 当 5<0 时 , 则 有 [a,6]=(a 必 之 ,1 六 。 

以 上 均 有 各 ,多 E[ 一 1,1]， 

关于 问题 2, 下 面 将 会 看 到 泛 灰 代数 不 仅 具 有 区 间 分 析 的 功 
能 ,而 且 具 有 一 定 的 优越 性 .为 此 ,下 面 仅 以 祁 力 群 同志 撰写 的 (区 
间 分 析 ) 一 文 ( 见 (运筹 学 杂志 》,1982 年 第 1 期 ) 中 给 出 的 例子 说 
明 泛 灰 代 数 在 区 间 分 析 中 的 应 用 。 

《区 间 分 析 》 一 文 给 出 的 例子 原文 如 下 : 

“[ 例 2] 证 明 f(z)=z(z 一 7) 一 6 一 zz 一 4 一 50 在 区 间 [8， 
10] 上 没有 根 ,并 估计 f(x) 在 [8,10]J 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


解 :F[8,10]=[8,10]([8,10] 一 7) 一 6 
“126。 





[B08] 0 = 
一 …… 一 [1 去 ,23 名 ],0&F[8,10]， 

“从 而 证 明了 在 [8， a f(z) 没 有 实 根 ,并 且 最 小 值 不 小 于 

去 ,最 大 值 不 大 于 23 名。 若 用 8 和 10 分 别 代入 f(z), 知 这 两 个 
和 f(z) 在 [8,10] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 。 

“这 道 题 用 普通 数学 分 析 求 解 , 则 需 证 明 f'(z) 在 [8,10] 上 大 
于 0 才 行 ,而 这 并 不 容易 。 

“但 同一 个 有 理 函 数 由 于 运算 顺序 不 同 ,可 以 有 不 同 的 区 间 扩 
展 函 数 ,如 例 2 中 若 将 f(x) 写成 x? 一 7x 一 6 一 元 二 ,或 (z 
一 11zs: 一 8z2: 十 234z 十 179)/(z: 一 4z 一 30) ,结果 都 不 一 样 ,甚至 无 
法 计算 。” 

证 灰 代 数 却 可 克服 以 上 缺点 。 

据 问题 1,[8,10]=(10,{0. 8,1),[a,a]=a= (a,l(l,1)), 
从 而 有 


(1) F[L8,10]=(10,l0.8,1 D10,L0.8,1D—7)—6— 
1 
(10,l:0. 8,1)) C10,80. 8,1))—4)—30 


= (10,[0. 8,.1 风 | 3 二, 下 一 6 一 
和 
(10,[0. 8, 人 1D—30 





[a 


30 车 ,1D 一 6 


ee ye 
(60,L8/15,1))—30 


=|{ 24[ 起 





1 
"1 C30RI/15,1 


=[24 必 二 1 居 - { 吉 :as， 1 下 
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29 


一 | 23 多,1 到 /23 私 , | 


人 
=[1 去 ,23 又]。 
2 的 f(z) 写成 一 7+ 一 6 一 训 一 让 一 1 


(2) 若 将 原 例 
有 
F[8,10] 一 (10， 


[〖o.8,13): 一 7(10,[K0.8,1]) 一 6 一 





(10， 
一 (100 


1 
Ko.8,1]): 一 4(10,[K0.8,1]) 一 30 
,0.64,1]) 一 (70,K0.8,1]) 一 6 一 





有 和 
(100,K0. 64,1 习 ) — (40,lC0. 8,17]) 一 30 





pe 4 NP 
=[30,5 言 ,1 可 6 — T608715,1]) —30 
=| 24.[ 击 ,1 习 一 一 

(30， 必 吉 1 7) 
=|24[ 直 ,1 ] 一 (者 :E15,17) 


=[23 缉 ,中 寺 /23 加 ,1 中 = [1 去,23 多]。 


(3) 若 将 原 例 2 


(Cz 一 11z3 一 8z 十 234Zz 十 179) 


的 f(z) 写 成 





z:—4x—30 


, 则 仍 有 


F[8,10] =((10,[0. 8,17): — 11(10,K0.8,1)) —) 
8(10,[0. 8,1)])? 十 234(10,[0.8,1)1) 十 
179/[LC10,[0. 8,17])? — 4(10,[E0.8,1)) — 30] 


_(m， re 中 河 





306 寺 '19 


Dt 


(79/s08 苞 .11 了 


; 则 


= [1 二 ,23 多]。 
由 (1) 可 知 , 泛 灰 代数 具有 区 间 分 析 的 功能 ;由 (2),(3) 可 知 ， 
泛 灰 代数 可 以 解决 区 间 分 析 不 能 解决 的 问题 。 


8$4.10 远 灰 线性 规划 及 其 求解 方法 


8 3. 10 节 在 讨论 经 典 线性 规划 灰 性 的 基础 上 ,给 出 了 一 般 性 
区 间 型 灰 线性 规划 模型 .如 果 在 线性 规划 问题 中 含有 泛 灰 数 , 则 称 
该 线性 规划 模型 为 泛 灰 线性 规划 模型 。 

设 gg86 1 808 YEE(R) i=1,2,. Nn;j=1,2 ,mo 

泛 灰 线性 规划 模型 一 般 形式 如 下 ， . 

目标 函数 max(min)z=g. gs 十 8,8:, 十 "… 十 gc,8:, 
约束 条 件 ganBr 十 Basgs, 十 … 十 Bogs, 之 
(或 =, 魏 ， 志 人 >， 入, < )g,; 
ESE- 十 gangss 十 … 十 Bags, 之 
(或 =, 委 ,> 人 .>9 入 9, 入?)go 


ES- 十 gosbBs, 十 … 十 go Bs, 之 
(或 =， 私 ,> >， < <)8i 
0<p, Sh C1, i=1,2,n; 
Zi0, i=1,2,,n。 

上 述 形式 很 复杂 。 但 对 于 具体 问题 ,一 般 可 以 化 成 比较 简单 的 
形式 ;而 且 ,根据 一 些 原则 还 可 把 它 转化 为 经 典 的 规划 问题 ,这 样 
求解 规划 问题 就 方便 了 。 

具体 的 转化 方法 有 : 

1. 目标 函数 的 转化 


对 于 目标 函数 取 最 大 值 的 情况 , 即 
.129 。 


maxz = ggs, 十 Be gs, 十 … 十 BBs, 一 《cizZi 十 … 十 cozoy 
[zl 十 十 Tb bs, cif pos 十 …… 十 cz 到 六 1) 
CiZl 十 … 十 cx ciZi 十 … 十 cvzv 
由 于 按照 一 般 思路 , 求 最 大 值 既 要 求 其 实测 部 最 大 ,也 要 求 
灰 中 心 ce(z) 最 大 ,因此 ,可 将 其 转化 为 


maxf (z+) = azi cri dt 二 Carns 





CT bs 十 … 十 Cora pe Ls, 








maxc(z) = cz 十 … 十 cz 
Ce 
cizl 十 … 十 cvzv J/: 
的 多 目标 规划 问题 。 


同 理 , 对 于 目标 函数 取 最 小 值 的 情况 ,可 转化 为 
minf (xz) = oz crs 十 … 十 coz， 


CHZIA Cr 十 … 十 coZope A 





minc(z) = cizl 十 … 十 Cx, 二 
CT 十 … 十 Cazape he, 
cizZl 十 … 十 cz J/s 
的 多 目标 规划 问题 。 
2. 约束 条件 的 转化 
对 任 一 约束 不 等 式 ， 


BanBs 十 … 十 868s, 之 (或 =, 二, 宇 0, 宇 ,0, 入 gw 
令 (X, p(X) ,KX) YI) = go gs + "+ go ge, 

(1) 当 取 “ 宇 ”( 或 “<<”) 时 ,可 转化 为 
XX 之 (或 <)b); 

(2) 当 取 “ 二 ”时 ,转化 为 

和 一 六 
L(X) = pb,), 
A(X) = pb)); 
“130， 


(3) 当 取 “ 之 9 ”( 或 “入 ”时 ,转化 为 
和 之 (或)b,， 
X) 十 KCX b Ab 
£(. 2 :> 或 <) 4 


; 


(4) 当 取 “ 宇 "(或 “<<”) 时 ,可 转化 为 
X 之 (或 <)b， 


(X p(X b pk(b 
£ 2 二 2 < (或 >) < 全 二 4 。 


总 之 , 任 一 个 泛 灰 线性 规划 问题 都 可 以 按照 上 述 方法 转化 为 
经 典 规划 问题 ;然后 根据 经 典 规划 问题 的 求解 方法 求解 就 可 得 出 
结果 ,所 得 的 规划 值 和 目标 值 都 是 泛 灰 数 。 下 面 举例 说 明 。 
例 4. 10. 1 求解 规划 问题 : 
maxz = (2,|0. 6,0.8)). g., + 3g.,; 
ga + (2,40.4,0.8 习 ) * gs, SO8,0. 5,0. 9 ); 
(4,150.6,0.87] )gs, HO(16,0. 8,171); 
4gs, S12,l60.7,0.97); 
0<Ah, Sh Sli=1,2; 
Zi 之 0。 
解 :目标 函数 
maxz 一 (2z 十 3zz， 


,1. 2ziptr， 十 3z2p4s, 1. 6z1ps 十 3zzAs 











kK 2zi 十 3z: 2zi 十 3z: 1) 
可 转化 为 
maxf (zx) = 2z + 3zz， (4-10-1) 
1. 2z1ps, + 3x2p, 十 1. 6 A 3zx2ps, 
A 2C271 十 3x2) 
(4-10-2) 
约束 条 件 可 转化 为 
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zi 十 2z 福 8， (4-10-3) 
II 十 0. Brapes, + is + 1. 672p, 





2 ps 页 

2 二 2 0.7, (4-10-4) 
4r1 < 16， (4-10-5) 

0. 6p., + 0. 8p. 
3 <0.9, (4-10-6) 
47: < 12， (4-10-7) 

站 记 

和 < 0.8, (4-10-8) 
zivzz 之 0， (4-10-9) 
0<p, Sh S10i=1,2),.. (4-10-10) 


解 上 述 多 目标 规划 问题 是 比较 麻烦 的 ,为 了 求解 简便 ,可 把 上 
述 问 题 分 成 两 部 分 进行 求解 ,把 式 (4-10-1),(4-10-3),(4-10-5)， 
(4-10-7),(4-10-9) 看 成 一 个 线性 规划 问题 ,求解 出 规划 值 zx ,zz 
把 式 (4-10-2), 《4-10-4),(4-10-6), (4-10-8), (4-10-10) 也 看 成 一 
个 规划 问题 ,并 把 前 面 规划 问题 求 得 的 zi,zs* 值 代入 到 该 模型 中 ， 
求 出 该 模型 的 规划 值 ;综合 两 个 模型 的 求解 值 , 即 可 得 原 规划 模型 
的 规划 值 。 具 体 地 ,有 
模型 1 : maxf (zx) = 27 + 3z2; 
zi 十 2z 8; 
4zi 色 16， 
4zz < 12; 


Tivzz 之 0。 


Ti 一 4; 
位 一 2， 
目标 值 maxf(zx)=14。 
模型 工 : 
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求解 得 规划 值 


4. 8pr, 644, + 6. 4ps 十 6p, 
mnaxc( 工 ) 
28 
hp + 1. 6 + 4p, + 3. 20。 
< 
16 
0. 6p:, + 0. 8 
| 
2 
十 
二 0.8; 
如 一 和 入 0 
Ls, — Pe, < 0; 
ph, <1; 
Kriz, 之 0。 
采用 单纯 形 法 求解 ,得 规划 值 
tn| 10.84 
,| |o.8 
pl 
pp 0.8 


目标 值 


综合 模型 1 和 1 ,得 原 规划 问题 的 规划 值 为 


目标 值 














| 


maxz = (14,|:0. 63,0.87))。 


?3 


gs, 


maxc(z) = 0.715。 


=- lt0. 84,13) 
此 C2,l0. 8,0.831))" 


0.7; 


了 


a 


第 五 章 ” 泛 灰 数学 分 析 基 础 


本 章 主要 介绍 泛 灰 数学 分 析 的 基础 内 容 , 包 括 泛 灰 函数 及 其 
极限 与 连续 性 、 泛 灰 函 数 的 导数 等 , 间 在 抛砖引玉 。 
作为 预备 知识 , 先 介绍 证 灰 距 离 与 证 灰 距离 空间 。 


$35.1 泛 灰 距离 空间 


在 研究 灰色 系统 时 ,常常 需要 研究 系统 的 状态 变化 。“ 泛 灰 距 
离 "概念 就 是 为 了 满足 这 种 需要 而 提出 来 的 。 可 用 它 来 描述 “任意 
损 近 "的 概念 。 


一 、 泛 灰 数 的 距离 


对 于 一 个 证 灰 数 A== (a ,kw&,w 及 , 当 其 观测 部 a 及 其 下 、 上 灰 
信息 界 &,w 唯一 确定 时 , 谤 灰 数 就 相应 确定 了 。 所 以 , 若 把 we,, 
看 作 是 泛 灰 数 4 的 坐标 , 则 当 4,w 均 为 实数 时 ,4 对 应 于 R? 中 的 
一 个 点 A' (Co ,AD 称 为 泛 灰 数 4 的 像 。. 

令 

g(R)= {(asipp)) la pp E R}, 
若 存 在 g(R) 到 Ri 的 一 个 对 应 4， 
2: A= (akpp)) €E g(R) > A' Ca) € Rs， 
则 4 是 g(R) 到 Ri 的 一 一 对 应 。 

车 或 &&RR, 则 规定 (a ,ig,y 避 对 应 于 Ri 的 无 穷 远 点 。 

这 样 , 由 于 一 个 泛 灰 数 可 看 作 R? 中 的 一 个 点 ,所 以 ,可 以 利用 
R’ 中 点 的 距离 来 定义 泛 灰 数 之 间 的 距离 。 
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定义 5.1.1 设 A=(a,lip,h 站 Eg(R), 
B= (pp MN E g(R), 
则 称 








Va — b+ Cp — pp + hh — Pha), 
Lk hhER; 
十 co， 当 三 一 饭 或 乓 一 应 所 及 
为 泛 灰 数 4 与 B 之 间 的 距离 ,简称 为 泛 灰 距离 。 


二 、 泛 灰 距 离 的 性 质 


性 质 5.1.1 <d(4,B) 二 0。 

性 质 5.1.2 4d(4,B)=0SA=B。 

性 质 5.1.3 ad(4,B)=d(B,A)。 

根据 定义 ,以 上 性 质 成 立 是 显然 的 。 

性 质 5.1.4 对 任意 的 泛 灰 数 A4,B,C 有 

d(A.B) <adlA,C) + dB,C), 

证 明 : 分 以 下 三 种 情形 : 

(1) 4, 中 都 不 含 超 实数 

对 任意 的 C, 显 然 有 d(4,B) 和 di(4,C)+d(CB,C)。 

(2) 4 中 含 超 实数 , 中 不 含 超 实 数 

对 任意 的 C, 若 d(C ' 轨 ) 一 十 ce, 则 结论 成 立 ; 若 d(C,B) 为 有 
限 实数 , 则 C 中 不 含 超 实数 ,所 以 d(4,C)= 十 ce, 即 此 时 结论 也 
成 立 。 

(3) 4,8 中 都 含 超 实数 

若 C 中 不 含 超 实数 ,结论 显然 成 立 ; 

若 C 中 含 超 实数 , 设 4 一 (aa 和 有 ,有一 Ci, 放 及 ,C= 
(cea 内 有 。 

(i) ad(4,B) 为 有 限 实数 ,此 时 有 

=+e pr =A+f,ef ER, 


d(4,8) = 
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车 =p 十 g, 如 二 所 十 h,g,hER, 则 有 
d(4,B) = VC 二 0 十 到 十 大 
委 V(a 一 05 十 多 十 大 
十 VO—e) + (lg —e) + ho— 
=d(A,C) + d(B,C). 
若 g 或 六 为 超 实 数 , 则 dC4,C) 和 <(CB,C) 为 十 co 。 结 论 成 立 。 
Gi) d(04,B8) 王 十 ce。 此 时 ,如 一 种 或 所 一 六 为 超 实数 ,不 妨 
设 如一 4 为 超 实 数 。 因 为 入 一 各 和 ps 一 == 一 上 一 (p4 一 和) 中 
至 少 有 一 个 为 超 实数 ,所 以 ， 
d(4,C) + d(B,C) = 十 co， 











从 而 结论 成 立 。 
综 上 所 述 ,对 任意 的 泛 灰 数 4,B,C 有 
d(A,B) <d(A,C) + dlB,C), 
由 于 定义 的 泛 灰 距离 具有 距离 空间 的 性 质 ,所 以 ,实际 上 已 经 


在 泛 灰 数 集 g(R) 上 定义 了 一 个 距离 空间 .这 个 距离 空间 可 称 为 汉 
灰 距 离 空间 。 
定理 5.1.1 若 4,8 都 是 实数 , 则 
d(A,B) = |A— Bl。 
证 明 : 因 为 4,B 都 是 实数 , 则 
A= (a,kl,11),B = (5,1,17), 





从 而 
d(A,B)=vV(a~6b) + (1—1) +(—1) 
=la —6l; 
而 
A=a,B=6, 
所 以 ， 


d(4,B) = la 一 外 一 14 一 |。 
该 定理 表明 , 泛 灰 数 的 距离 是 实数 距离 的 推广 。 
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$5.2 泛 灰 函数 


一 、 泛 灰 函 数 的 概念 


定义 5.2.1 设 G(R)( 或 G) 表 示 汉 灰 数 集 ,G(R) (或 G) 表 示 
泛 灰 数 集 的 子 集 ,GSG。 如 果 /SGXG={(g,ww)|g: EG,uEG}) 
满足 : 

(1) 对 任意 (gs ,uD)Ef,(g:,1uz)Ef, 且 当 g,=g:, 时 , 必 有 
Ui 二 Uy 

(2) 对 任意 的 g*EG, 存 在 唯一 的 xEG, 使 (gz)E; 
则 称 了 是 定义 在 G 上 的 一 个 泛 灰 函数 , 记 为 w=f(g:) ,g:€G。 

例 5.2.1 设 G=R( 实 数 集 ), 若 

f= {{(g,1,1)),(g,l,1N)}le EG} EG XG, 

则 f 是 定义 在 G=R 上 的 泛 灰 函 数 , 且 w=f(g)=g。 

这 实质 上 就 是 定义 在 (一 co, 十 cc) 上 的 一 个 实 常 函数 。 

例 5.2.2 设 y=f(z) 是 定义 域 为 D 的 实 函 数 , 即 f={(z， 
了 (zx))|zx€ED}, 把 此 式 改 写成 为 

f= {C(x,1,1), fC) ,1,13))IrE DEGxXSG, 
则 f 是 一 个 泛 灰 函 数 :u=f(g,)。 这 里 ,g:= (zx,l{l,1EG,u= 
(fx) 1,1 DEG, 

由 此 可 以 看 出 ,任意 实 函数 在 广义 上 都 是 泛 灰 函数 。 也 就 是 
说 ,在 谤 灰 函 数 中 , 若 泛 灰 函 数 了 的 元 素 (g-,z) 中 的 g: 和 w 全 部 
为 实数 ,这 时 f 就 是 微 积 分 学 中 的 一 般 实 函 数 。 所 以 , 泛 灰 函数 是 
实 函 数 的 推广 下 面 将 对 实 初等 函数 进行 泛 灰 延 拓 ,使 之 成 为 重要 
的 泛 灰 初等 函数 。 


二 、 实 函数 的 泛 灰 延 拓 


证 灰 数 是 实数 的 推广 , 泛 灰 函数 也 是 一 般 实 函数 的 推广 经 典 
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微 积分 学 中 研究 了 许 许多 多 的 实 函 数 ,特别 是 一 些 很 有 用 的 初等 
函数 。 如 何 将 这 些 函 数 推广 到 泛 灰 函数 中 去 呢 ? 下 面 将 给 出 一 个 
使 一 般 实 函数 泛 灰 延 拓 的 法 则 ,以 使 所 有 实 函数 在 此 法 则 下 都 能 
推广 成 为 定义 域 和 值 域 都 是 泛 灰 数 的 泛 灰 函数 。 

定义 5.2.2 若 y==f(x),xER 是 一 元 实 函 数 ,g,EG 为 任 
意 一 个 泛 灰 数 , 则 f(g,) 是 一 个 新 的 泛 灰 信息 量 。 若 把 这 个 泛 灰 信 
息 量 写 成 泛 灰 数 的 形式 , 记 作 =f(g,), 则 称 u=f(g;) 是 g, 的 泛 
灰 信息 延 拓 函数 ,简称 为 泛 灰 延 拓 函数 。 

定义 5. 2. 2 表明 ,把 实 函 数 f(z) 中 的 实数 z 换 成 泛 灰 数 g,， 
则 FFCz) 就 变 成 了 一 个 泛 灰 信息 量 。 那 么 ,新 的 泛 灰 信息 量 
x= 8,) 的 泛 灰 信息 表达 形式 是 怎样 的 呢 ? 根据 泛 灰 数 的 结构 ， 
可 由 下 面 定义 5. 2. 3 给 出 。 

定义 5.2.3 设 y=f(z) 是 一 般 实 函 数 ,zx 取 实 数值 ,y 也 只 
取 实 数值 , 则 泛 灰 延 拓 规 定 : 

对 于 泛 灰 数 ==(z ,p(x) ,K(x)) EC， 

fg) =f((zr ip(r) ,pz) 人)) 


fxr)) frp(x)) 
=(f (Tk re 75 A 


这 样 ,就 把 实 函 数 y= 二 f(z) 的 定义 域 和 值 都 扩展 成 到 了 泛 灰 
数 集 上 ,所 得 泛 灰 延 拓 却 数 记 为 w= 二 f(g:)。 当 只 在 实数 域 R 上 讨 
论 时 , 泛 灰 延 拓 函 数 "一 (Cg-) 仍 是 原来 的 实 函数 y= f(x)。 
定义 5. 2. 3 实际 上 给 出 了 泛 灰 延 拓 法 则 。 
例 5.2.3 把 实 函数 ?一 sinz 延 拓 为 泛 灰 函 数 。 
解 :由 泛 灰 延 拓 法 则 知 ,对 于 g- 一 (zu(z),wGz)DEG, 有 
u 一 sing, = sin(zx ,tig(z),y(7) 1]) 
一 GinzvltsinCe&(Cz)) sinCzp(CzD7) 1), 
sinz sinx 
可 把 上 式 称 为 泛 灰 正弦 函数 ,显然 它 是 实 正弦 函数 的 推广 。 
事实 上 , 令 &(Cz) 一 ACz) 一 1, 则 
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sin(z,tl,13) 一 (sinz,K1,13) 一 sinz。 
例 5.2.4 求 泛 灰 延 拓 指数 函数 =e“ 的 表达 式 。 
解 :由 延 拓 法 则 ,对 于 g,==(z,lipgCzr) ,KCI) 站 EG, 有 
egzr = eGz， £7) Br) ) 一 (ez ea 和 
e ee 
上 式 可 称 之 为 泛 灰 指 数 函数 。 
特别 地 , 当 g: 为 实数 时 , 即 8 一 (z 淡 1,1 慷 = 工时 ,有 
et 一 el 一 (er 人 1,13) 王 er。 
例 5.2.5 求 泛 灰 延 拓 寡 函数 “一 和 的 表达 式 。 
解 ; 对 于 g,=(z,li4(z) ,p(x) 四 EG, 由 延 拓 法 则 有 
w=g: = (rp(r), p(T) 引 ) 


到 WRAL 4 (CAE 9) 
了 _ 





=(z" (pr))", (A(z))" 11)。 
上 式 可 称 之 为 泛 灰 等 函数 。 其 结果 显然 与 旗 灰 数 的 乘 老 运算 定义 
一 致 。 
例 5.2.6 求 对 数 函 数 >=lnz 的 泛 灰 延 拓 函数 表示 式 。 
解 : 对 于 泛 灰 数 g= (ze&(CziywCz) 有 >goygsEG, 由 泛 灰 
延 拓 法 则 知 ， 
u =lng; = ln(zx lip(z) ,A(7) 1) 
i dE) ln(Czp(z)) 1) 


nz nw 








1 
=dnza+ 喇 于 :+ DE). 


上 式 可 称 之 为 泛 灰 对 数 函数 。 
特别 地 , 当 g; 为 实数 工时 , 即 g:=(z,t1,1 总 时 ,有 
ln(Cz,ti,13) = (nz 人 li,13) = lnz, 
即 泛 灰 对 数 函 数 是 实 对 数 函 数 的 推广 。 
从 以 上 几 个 例子 可 以 看 出 , 实 基本 初等 函数 都 可 以 通过 延 拓 
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法 则 延 拓 为 相应 的 泛 灰 函数 。 
定义 5.2.4 若 y= 二 f(z) 为 实 ( 基 本 ) 初 等 函数 , 则 经 过 泛 灰 
延 拓 所 得 到 的 证 灰 延 拓 函 数 , 称 为 泛 灰 (基本 ) 初 等 函数 。 


三 \ 泛 灰 基 本 初等 函数 的 性 质 


性 质 5.2.1 sin(gs 二 gs,)=sings, * cosg:,+cosg:, * Sing:,, 
gun gamEC(R)。 
证 明 ， 设 8 一 (Zi Dg, 一 (zz 习 , 则 


Sin(CzlyA) sin(zi, 1) 3). 
sinz! ” sinz, 





sings, “ Cosgs, = (sinzi ,lt 


,cos (zp42) cos (zapa) 
Ccosz2 ,lt cosz: ' Cosz: 习 ) 
,sin (zp)cos (zapz) sin(ziAn )cos (zp) 1) 


SiNnX1COST, y sinX1COsT, 





= (sinxicosz, ,lt 
同 理 ， 
cosgz, * sing,, 一 〈coszisinzz 


,cos(CZipn )sin(zzpae) cos(zipi)sin(zop,) 9) 
coszi* sinz, ” cosxisinz, . 


长 





于 是 
singz, * Cosgz, + COsg:, * sing>, 


= (sinzicosz; 十 coszisinzz， 





lsin(Czu )cos (zope ) 十 cosCziA )sin(Czzpa ) 
sinzicosx, 十 cosTisinz2 





sin(CziAi )cos(zzpa ) 十 cosCziA )sin(CzzAa) 9 
sinxicosx; 十 cosZisinzz 


Sin(CZzip 十 Za) sin(zi + zfa) 3) 
sin(z1 十 ZX2) ”sinCzl 十 zz) 人 





= (sin(z 十 zx) ,ke 


而 
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; < Tb + zaps Zip + Zap 5 
sin(gs 十 gs,) = sin(zi + zal Dr 1) 


Sin (ZiA 十 zopa) sin(zip 十 zz) ]) 
sin(zl 十 zz) ? sin(z, + x2) . 








(Csin(zi 十 x2) ,l 

故 有 
sin(gs 十 g:,) = singscosgs, + cosg. sing,, 

成 立 。 

性 质 5.2.2 VY g. ,gs,EG(R), 有 

-= ln tes, = el 。eezy 。 
证 明 : 由 于 
Esnter, 一 eGcl+aa 和 


T+ 1 十 工 ?万 
二 (enta ,le ent 





» » 


en nts 


,eI eA ,eke era 
kr esr, 一 《〈erl ,[( 二 一 ,二 一 © OD Ts 
es » ets,—= (e ee )) (e ‘eer 


+ TI 十 
= (entn ,fe en 本 ) 
> ents ent 


fn tes, 一 esa » ez, 


性 质 5.2.3 VYV g:EG(R), 有 
ln(es:) = g,。 
证 明 :( 略 )。 
从 上 可 看 到 ,基本 初等 泛 灰 函 数 保留 了 实 基本 初等 函数 相应 


的 性 质 。 
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85.3 泛 灰 极限 


一 , 泛 灰 数列 的 极限 
1. 泛 友 数 列 极限 的 概念 
定义 5.3.1 设 AEG(R) ,i=1,2,…,n,…, 称 
Ai,As,* ,A,,.… 
为 泛 灰 数列 , 记 为 {4,)。 
定义 5.3.2 若 存 在 实数 M>0,N>0, 使 得 当 x>>N 时 ,有 
d(4.,0) <M, 
则 称 泛 灰 数列 {4,} 为 有 界 数 列 。 
定义 5.3.3 设 {4,) 为 一 泛 灰 数列 ,AEG(R), 若 对 于 任意 给 
定 的 实数 e>>0, 存 在 自然 数 N, 当 ">N 时 ,有 dad(4,,4)<e 成 立 ， 
则 称 泛 灰 数 4 是 泛 灰 数列 {4,} 的 极限 , 记 为 
lim4, 一 4 或 4 一 4 一 co)， 
此 时 也 称 {4;} 收 敛 。 
2. 泛 友 数 列 极限 的 性 质 
定理 5.3.1 若 limA4,=4,limA4,=8, 则 A=B。 
证 明 : 由 
d(A,B) < d(A,A,) + d(A,,B) — 0(n— 00), 


A=B。 
定理 5.3.2 若 lim4, 二 4, 且 A 中 不 含 超 实数 , 则 {4,} 有 和 界 。 
证 明 : 由 极限 定义 ,对 于 6 二 1 之 0, 存 在 No 二 0, 当 n>No 时 ， 
有 d(4,,4)<1。. 令 
M=1+d(A,0), 
则 
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d(4.,0) < dA,A) + dA,0) <1 二 dzC4,0) = M， 
由 定义 5.3.2 知 {4,} 有 界 。 
定理 5.3.3 设 4,=(asslpyh ,4A=(a,lp,k 总 , 则 


lima, = a; 


limA, = A limp, = ZL; 
limp, = J。 
证 明 : (1)4 中 不 含 超 实 数 
(必要 性 ) 因为 lim4. 一 4, 所 以 ,任意 给 定 e>0, 存 在 N>0， 
当 n>>N 时 ,有 dz(4.,4)<e 成 立 。 而 
da,a) = |a, — al < d(A,,A) <e， 
d(p — p= | — KISdA,,A)<e, 
dp — p= |p — pSdA,,— A)<e, 
所 以 ,由 实数 列 极限 定义 知 ， 
lima, =a, limp 一 4， limp, 一 Z。 
(充分 性 ) 对 于 任意 给 定 的 e 之 0, 因 为 lima* 一 ea, 所 以 ,存在 
Ni>>0, 当 z>>Ni 时 ,有 


la —al < 


V3 


同 理 ,存在 N;>0, 当 n>N; 时 ,有 Ig|<- 广 号 


存在 N;>0, 当 n>N， 时 ,有 I 一 Zl<- 启 。 


取 N==max{Ni,NiyN3s}, 则 当 n>N 时 ,有 





€o 








dM — A)=Va— a+ +h De 
成 立 ,由 定义 5.3.3 知 ,limA,=A。 


(2) ”A 中 含有 超 实 数 


如 & 一 全 外 为 实数 , 且 4 天 0, 则 存在 N>0, 当 n>N 时 ,有 人 
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一 全 ,所 以 , 仍 有 lim& 一 & 成 立 。 定 理 得 证 。 

该 定理 表明 :一 个 泛 灰 数列 的 极限 可 以 转化 为 三 个 实数 列 的 
极限 。 所 以 ,可 以 通过 求实 数列 的 极限 来 求 泛 灰 数列 的 极限 。 

定理 5.3.4 有 界 泛 灰 数列 必 有 收敛 子 列 。 

证 明 : 设 4,= (a,,ltp,p 站 ,由 于 {4,) 有 界 ,所 以 ,存在 M> 
0,N>0, 当 n>>N 时 ,有 

d(4,,0) <M 

成 立 , 从 而 ,|a 一 0| 一 le.|<M。 所 以 ,存在 内 及 实数 a, 有 lima,， 
一 Q。 

对 于 ww 存在 双 , 有 limp 到; 

对 于 加, ,存在 羽 , 有 limpow, 一 pz。 
由 定理 5.4.3 知 ， 

lim4 必 一 4 一 (Ca ,A)。 
3. 泛 友 数 列 极限 的 运算 法 则 
定理 5.3.5 设 lim4, 一 4,limB, 一 已, 则 
lim(4, 土 B,) = 4 土 8。 
证 明 : 设 
A, = (aslip sp 1),B, = (6, ,iB,,B, 1), 
A= (alp,p1),B = (5,l8,BY), 

则 














‘ALE + 6B ap+ bB 
A+tB= (athe ro" Fe 1). 


由 定理 5. 3. 3 及 实数 列 的 运算 法 则 ,有 
lim (a。 十 名) 一 a 十 03; 


lim “Et bb _ apg+ ob8 
十 





9 于 48“ 


,arf + bpB, _ apyt+ opB 
ey 





所 以 ， 





. ak + bB ap + bB 
lim(4,+ B) =(a to ers aFs ) 


一 (ai 人) + (65,8,BH) 

一 4 十 她 。 
同 理 可 证 减法 运算 法 则 成 立 。 
注 :在 泛 灰 数 集 CCR) 中 , 当 a 十 6 一 0 时 ,以 上 诸 式 仍然 成 立 。 
定理 5.3.6 设 lim4,=4,limB,=B, 则 
Dlim(h,* B,)=limA, * limB,=A. B; 
(2) 若 5b 关 0, 则 

lim(A,/B,) = limA./ limB, = 4/B。 

证 明 :( 略 ) 。 
二 \ 泛 灰 函 数 的 极限 


定义 5.3.4 设 G(R) 为 泛 灰 数 集 G(R) 的 子 集 ,go 为 任 一 泛 
灰 数 ,go€E G(R), 若 对 于 任意 给 定 的 实数 e 汪 0, 总 存在 gE€G(R)， 
且 g 关 go, 使 得 dlg ,go)<e, 则 称 go 为 G(R) 的 聚 点 。 

定义 5.3.5 对 于 汉 灰 函数 ==f(g:),g:€EG(R), 设 g.,€ 
GCR) 是 G(CR) 的 一 个 聚 点 ,ga 为 一 泛 灰 常数 。 若 对 于 任意 给 定 的 
实数 e>0, 总 存在 实数 6 汪 0, 使 得 当 g:EG(R) 生 g, 了 gs, 1d(g:， 
gs,)<6 时, 恒 有 

d(f(g:),ga) <e 

成 立 , 则 称 当 g; 趋 于 g;, 时 ,f(g;) 的 极限 为 g4, 记 为 
和 全 人 到 f(g ) >ga(gs > 8s). 


例 5.3.1 试 证 泛 灰 函数 f(g.)=g:,g:EG(R), 有 
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im ED 一 Sn 


证 明 : 对 于 任意 给 定 的 正 实数 6, 取 6=e 之 0, 则 当 d(g,,g;,) 
6 时 , 必 有 d(f(g:) ,gz,) 二 d(g:,8:,)<e 成 立 。 故 由 定义 5.3.5 
知 lim Cg) 一 Sn。 

定义 5.3.6 在 定义 5.3.5 中 ,特别 地 , 若 ga 一 go, 则 称 当 g， 
一 gx 时 ,jg-) 为 泛 灰 无 穷 小 量 ,简称 为 无 穷 小 , 记 为 a(g,)。 

由 定义 5. 3. 5 及 定义 5.3.6 可 得 下 面 的 定理 。 

定理 5.3.7 

fg:) = 8g4 im. [f(g:) be g4] = go， 


即 f(g,) 一 ga 为 当 gg 时 的 天 穷 小 量 ， 
定理 5.3.8 设 g,=(z,lipg(7z),p(z) 站 ,f(x) 为 实 函 数 , 则 
lim f(g;) = g4 = (Ap 人) 全 


limf(z) = A,limf (zp(z)) = Apo limf (zxp(7x)) = Apo。 
i re Le 
证 明 : 由 定理 5. 3. 7, 知 
lim f(g:) = ga lim [f(g,) 一 8 一 go， 
ees soe, 
而 


f(zp(r)) frp(z)) ， 一 
fg:)—ga =(f (x), fr) * fr) 1) — CA, p51) 








f(rp(7z)) 一 A frp(7)) 一 Apo 
(f(z) — A fz) — i 于 7 





所 以 
lim f(g,) 一 5 全 dim Ls: )—g4]= So 


goes, 
Glimf(z) = A,limf (zy(z)) = 4， 
limf (zp(7)) = Apo. 


定理 5. 3. 8 表明 , 泛 灰 函数 的 极限 等 价 于 三 个 普通 极限 。 这 一 
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结论 很 重要 , 它 为 讨论 旋 灰 函数 极限 的 运算 带 来 了 极 大 的 方便 , 同 
时 ,也 为 求证 灰 函 数 极限 提供 了 方法 。 
由 定理 5. 3. 8 及 实 函 数 极限 的 性 质 , 即 知 下 面 定理 成 立 。 
定理 5.3.9 泛 灰 函 数 的 极限 若 存在 , 则 必 是 唯一 的 。 
例 5.3.2 设 gs 一 (zfp(z),ZCz) 及 一 (Cz, Eee 了 ), 则 








lim 2&= 一 (ll,1]) 一 go 一 1。 
sg) Br ? 
证 明 :由 于 
， ;rsin(ZA) sin(zp)s 
sing。 一 Cinz 必 nz Si 习 )， 
所 以 ， 
sing。 _ (sinz rsin(zA) sin(zp) 
g: \ zx’ Losinz pv sinz 
从 而 ， 
lim sinx Llim sin(zp) i sin(xp) 2 
re TI esinr :0 sinz 
2 
同 理 
lim sin(zp) =1 


z=0 J* sinz 
根据 定理 5. 4. 8, 有 
lim S28 


sso Br 


例 5.3.3 设 g; 同 例 5.3.2, 试 证 lim (1 十 g:) 丰 =e。 
Er E00) 

证 明 : 由 于 

(1 十 go =CC,1D) + (zg) 


‘1+zxp 1+xp 
; 上 [8 
(11+ TF" TTz 


= (1,1))= gw = 1。 








二 = 
De: pr 


1 1 十 Xp) 训 (1 十 zp) 水 


一 ((1 二 + zx)= ,tt TI» 1)s 
人 十 2。 “(1 十 se 
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而 lim(1 十 z)# 一 e, 根 据 定理 5. 3. 8, 有 
im + et -Cele 
=(e,{(1,17) 一 e。 
定理 5.3.10 有 限 个 有 极限 的 泛 灰 函数 的 和 、 差 、 积 \ 商 仍 有 
极限 ,并 且 相 应 的 极限 等 于 各 个 泛 灰 函数 极限 值 的 和 、 差 、 积 、 商 
( 商 的 情形 ,只 在 分 母 的 极限 不 为 零 的 情况 下 成 立 ) 。 


证 明 : 仅 以 两 个 泛 灰 函数 的 和 与 积 为 例证 之 ,两 个 泛 灰 函数 的 
差 与 商 , 同 理 可 证 。 

(1) 和 的 情形 

设 


lim f(g:) 一 ga 一 (A,la 习 )， 
sso 


lim fi(g:) = gs = (B,lip, po ), 
es 
则 
f(zL x)) frp(z)) 
fg) +t flg) = MDF FS + 


sfa (TAT)) fzp (zr)  、 
SF CD ) = (fi(z) + f(z), 








ICze(z)) 十 万 (zkCz))》 f(zp(z)) + 户 (zKCz)) 1) 
” fi(z) + f(z) ”f(z) + f(x) 人 


由 定理 5. 3. 8, 知 
lim 六 (zk(Cz)) = Ap, limfi (rp(z)) 一 4， 





lim PCzUCz)) = Bp limfa(zu(7)) = Br, 
所 以 ,根据 实 函 数 极限 的 运算 法 则 ,有 


; Ap + Bp 4A + Bp 
file) +fig)) =(A+tB AT ATB ) 








=(A,p,p 3) 十 (Ba 人) 
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一 fi(gs) 十 lim fy)s 


C2) 积 的 情形 
由 于 


f(gs) * fulgs) =(f (7) 


f(xp(x)) f(zp(z)) 
Fe) FG) YX 


,f(zp(z)) felrp(r)) 
(fi(zx) Dg ee ER 7) 
fi (zp(z)) f(rp(7)) 
f(z)°fi(7) 有 
f(xp(z)) :f(xH(z)) 
filz1)°fa(7) 
因此 ,由 定理 5. 3. 8 及 实 函数 极限 的 运算 法 则 ,有 


,Ap * By, Ap, » Bh 
dm lg) fale)) =(A BE 生生, 和]) 


一 (万 (z) .万 (z) 必 





一 (4 BE ph * 1 1) 
=(A,l ,hh 3) (Be ]) 
一 im CE “ly ee， 
定理 5. 3. 10 表明 ， 汉 灰 函数 航 限 具有 与 实 函 数 相应 应 的 运算 法 
则 。 
定义 5.3.7 若 lim jg:) 一 /Cgn), 则 称 泛 灰 函 数 /(8-) 在 
8g: 二 gz 处 连续 ;车 f(g,) 在 GCR) 上 处 处 连续 , 则 称 泛 灰 函 数 fg;) 
在 G(R) 上 连续 。 
根据 泛 灰 函数 的 延 拓 法 则 ,对 于 实 连续 函数 y= 了 f(z) 的 泛 灰 
延 拓 函数 4 二 f(g:) 有 如 下 定理 : 
定理 5.3.11 设 g:=(z,lp(z) ,pOM= (rep)D ,gs,= 
(zorlt(zo) RCz0)D 宇 (zwlips 思 六 ,车 实 函数 f(z) 在 z=zo 处 
连续 , 即 limf (zo) 二 (zo), 则 泛 灰 延 拓 函 数 4 二 f(g:) 在 g: 一 gs 
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处 连续 , 即 
lim f(g,) = f(g:,). 
证 明 ; 由 泛 灰 延 拓 法 则 . 知 


人 f(zp) frp) 、 
f(g) = (f(D) pe" Fez) 人 )。 


由 于 limf(x)=f(zxo) ,所 以 limf(zx 2)=f (rop), 








limf (zp) = f(zxop), 
从 而 


f(zoLo) Crzopo) 、 
gs) = (f(z0) ,Fry * Fro) 41) 


=f(g,,)。 
定理 5. 3. 11 说 明 , 若 实 函数 y= 二 f(x) 为 连续 函数 , 则 由 y= 
f(z) 按 泛 灰 延 拓 法 则 所 得 到 的 泛 灰 函 数 w= 二 f(g,) 也 是 连续 的 。 
由 定义 5. 2.4, 可 证 以 下 定理 成 立 。 
定理 5.3. 12 一 切 初等 泛 灰 函数 在 其 定义 区 域 G(R) 内 都 是 
连续 的 。 





§ 5.4 泛 灰 导数 
一 、 泛 灰 函 数 的 导数 概念 


定义 5.4.1 设 泛 灰 函数 x= jg ,其 中 泛 灰 自 变量 g, 一 
(zu(z),ACz) 习 (4w(z),A(Cz) 连 续 , 为 了 书写 简便 ,它们 有 时 也 
分 别 记 为 &,A) , 则 称 

ga = (Az,l.Ap,ApH) (Ar 0) 
为 g; 的 增 量 ; 称 
gm = f(g: 十 gar) — fg:) 
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为 泛 灰 函数 4=f(g:) 在 g: 处 的 增 量 。 
显然 , 若 f(g;) 在 g: 处 连续 , 则 有 


lim gw = 0。 
Bar™&(0) 


定义 5.4.2 设 泛 灰 函 数 4=f(g:),g:EG,g:,EG, 若 泛 灰 极 
限 





Be f(gs, + gar) — f(g:,) 

aso0 Bar tars Bar 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 泛 灰 函 数 f(g:) 在 g: 二 gs, 处 的 导数 , 记 作 
f' lg) 或 "(gs) lee， 


即 





fg) = lim flgs, 十 ee — f(g:,) 
此 时 又 称 f(g:) 在 gs, 处 可 导 。 若 f(g:) 在 G(R) 内 处 处 都 可 导 , 则 
称 泛 灰 函数 f(g:) 在 G(R) 内 可 导 , 并 把 f' (g:) 称 为 f(g:) 的 泛 灰 
导 函 数 ,简称 为 /(g:) 的 泛 灰 导 数 。 











二 ,基本 初等 泛 灰 函数 的 导数 

例 5.4.1 试 证 (g2)' 一 2g: (Cn 为 自然 数 ) 。 

解 :由 定义 5.4.2 有 5 

(g)' = lim 人 十 go) 一 于 

&ar 一 E(0) Bar 
lim (zlCpsp1) 十 (Arz,KAHU,ANR])) 一 (zp 4p) )" 
aretoy (Az,l(Ap,ApY]) 

1 se zp 十 ArAp)" 

= | (z + Ax) | EE ] 

p+ ArAp)” 二 区 

ed | 一 (ze 人 /CAz ak,Az3) 


(zp 十 ArAp* 一 rp 
人 十 Az) 一 痉 





， 


= lim (+a zl 


Sar “BC0) 


人 


CR 十 AzAp)" — zp WA AZ 
GA | / (AriAp, M7) 
lim (E+ hr) — x (zp + ArAp)" 一 并 他 
Be Ar AKC 二 Ar 二 7]， 
zp + AzAp)" 一 ep | 








Ap[(z + Azy — x] 











而 
如 人 入 一 
所 以 
ji (zp 十 ArAp)" — 22 
ar Ap[ (z+ Ar)" — zx"] 
研 主 这 (zp 十 ArzAp) ”一 rp n(zp)”! 
arr (z+ Ar) 一半 .ArA 人 
Ar £ 
同 理 可 得 
i (zp + ArAp)" 一 ep a n(zp)"! 
ao Ap[(z + Ar)" — x] We 
由 定理 5. 3. 8 知 
(gm = lim CE 十 gao 一 瑟 


BAr 一 5(0) Bar 
= ,1) = (nz lp 2) 
一 CT NT ) = a xp) = ng 
特别 地 , 当 n=1 时 ,有 (g:)' =1* gow=1。 
例 5.4.2 试 分 别 求 泛 灰 指数 函数 ee 与 泛 灰 对 数 函数 Ing- 
的 导数 。 
解 :由 定义 5.4.2 有 


em+ear — et 
(et) = lim 一 一 
Bar“ gc) Bar 
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ele — 1) 

















= lim 
arg(0) Bar 

er lim (eke /et ,ets/e®)) — 1,R1,1) 
sasst0) (Az,KAp, An ) 

es (2 ee—l ecxez 一 1 ] 
sew Ar (ee 一 DAU (es — Ar’ 

el ee—l1 esrex 一 1 习 

一 esz lim Ar ，~e 一] "es 二] 二 “ 

ee Ri ArAk SA ArzAZ 





=er(1,K 二 ,十 习 ) 
,一 eegob 一 ec。 
同 理 可 得 
Cg) en Bar ， Bs: 
例 5.4.3 试 证 (sing-)' 一 cosg-,(cosg-)' 一 一 sing。。 
证 明 : 


ln(g:+ ga)—lng: 1 


o 





lim Sin(g: 十 ga:) 一 sing。 











人 Argro) Bar 
a 12L + ArAp zp AzAp 
a 





hoi )| / (axlAps ED) 


= lim |sin(z 十 Ax) lk 十 ArzAp) sin(zp + ArzAA) 








sin(z 十 Arz) ”sin(z 十 Az) ]) 


RAar “8(0) 
Gsinz ,DEE , sinCep) 习 | / AxltAp, MRY) 


sinz 


sin(z 十 Az) 一 sinz |,sin(zp 十 AzAp) 一 sinCzp) ， 


Lg 
Arz ”~sin(Cz 十 Az) 一 sin 
人 


= lim 
Bar™B(0) 
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sin(z 肥 十 AzAL) — sin(zp) + 
sin(z 十 Az) 一 sinz 一 人 
本 ArAp 





on Leos (zp) ,cos (zp) 9) 
cosr COS 工 








= cos(z,lp,1)) = cosgr。 
类 似 可 证 《cosg:)' 一 一 sing，。 
从 上 可 看 到 ,在 定义 5.4.2 下 , 泛 灰 函数 的 导数 保留 了 相应 实 
函数 的 性 质 ,这 给 研究 泛 灰 函 数 的 导数 带 来 了 极 大 方便 。 但 同时 也 
可 看 到 ,用 定义 求 导 数 很 麻烦 。 为 此 ,下 面 给 出 泛 灰 函数 求 导 定理 。 
定理 5.4.1 设 F(z) 为 可 导 实 函数 , 则 由 rz) 按 泛 灰 延 拓 所 
得 到 的 泛 灰 函数 wz) 也 可 导 , 且 JeD 一 Co 涉 名 后， 
/人 D( 这 里 zjo) 是 对 zp 求 导 )。 
证 明 : 由 假设 可 知 ， 
fg) = lin flg: 十 i — flg,) 
ZE + ArAp zp+ ArAp Hy) pl 
i f(r thr RR) fr len ) 
far Eo) Bar 
f(zxp + ArAp) f(zp + AzAp) 
| Ta 
f(z) f(r) < 可 一 < 
ere A RT 
= lim jz 十 Az) — fz) | fxp 十 ArAp) — frp) 
Ar "Flr + Ar) — fr)) AU 

















f(xp + ArAp) — fzp) 引 
CfGz 十 Ar) 一 Frz)) AH 
存在 ,而 


lim Kx 二 ee) — fo pn), 


lim£ (ZE + ArAp) — f(zp) 
ar~oL f(z 十 Azr) — f(r)JAp 
lin flzp 十 ArAp) — f(zxp) 
ar-o f(z 十 Az) 一 jz)AzrA 
Az 





_f' (xp) 
SR 





同 理 可 证 
lim {2£ + AzAp) — f(z1) _ f' (xp) 
ar [Crz 十 Az) 一 yz)]An f(r)° 
由 定理 5. 3. 8 知 





f(g) = ER ,EY) 

读者 可 自行 验证 例 5.4. 1、 例 5. 4. 2 和 例 5.4. 3。 

关于 泛 灰 函 数 的 连续 性 与 可 导 性 的 关系 ,有 下 面 定理 成 立 。 

定理 5. 4.2 若 u=f(g:) 在 g:, 可 导 , 则 f(g;) 在 g;, 必 和 连续 ， 
即 泛 灰 函数 可 导 必 连续 。 

证 明 :因为 

gum=2 ”Sar， 
Bar 
而 由 假设 知 
, lim 一 (gs,)) 

所 以 sy BBs 

即 
lim f(gs, + ga:) = f(gs,) 


Zar 一 Eco) 


lim f(g:) = Fe-)。 


Sar “Fl0) 
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三 、 泛 灰 函 数 求 导 法 则 


定理 5. 4. 3 设 证 灰 函 数 f1(g:), f(g:) 均 在 g: 可 导 , 则 
帮 (g:) 土 f(g:) 也 在 gz 可 导 , 且 有 
(fi(gz) 土 f(g8:))' = f'1(g:) 土 f'i(8:)。 
证 明 : 由 泛 灰 极限 的 运算 法 则 及 泛 灰 导数 定义 ,有 
(filgs) + 户 (g-D)) 


= ,lim { [AgeHem+PGeHeo] [AGO+PGoO] /ew 


&ar go) 


[fi(gstga)—fi(g:) J+ [f(gs+ goa)—fa(g:)] 





= lim 


ar“E(0) Bar - 
二 (gz 十 gar) 一 万 (8 | fiis f(g:+ga)—fi(g:) 
Soar Ee0) Bar Ear“ Eo) Ba 
=f'1(g:) + f',(g:)。 
同 理 可 证 ， 


(fi(gs)—fe(gs))' =f' (gs)—f' (8:)。 
定理 5.4.4 设 泛 灰 函数 有 1(g:),f2(g:) 均 在 g: 可 导 , 则 泛 灰 
函数 用 (g:)* f(g:) 也 在 g: 可 导 , 且 有 
filgs) * fg) = f(g8:) * filg:) + filgs)* f' slg:)o 
证 明 ， 
(fi(gs) » f(g.))! 
fi(gs 十 gas)fi(g: + gas) — fi(g:)fi(gas) 








lim 
Sa Et0) Br 
= lim |fi(g: + ga)[filg: + gar) 一 (8-)] 十 


Bar (0) 
+ fg [filg: + go) 一 Aceo /ge 
=f\(g:)f' (gs) 十 f(gs)f' 1(8:)。 
推论 : (gfi(8.))' gf" (g.)(g 为 泛 灰 常数 ) 。 
2 


定理 5.4.3 及 5.4.4 均 可 推广 至 有 限 个 泛 灰 函数 的 情形 。 
定理 5.4.5 若 fi(g;),fi(g:) 在 g;: 可 导 , 且 f(g;) 关 go, 则 
fi(g:) 
泛 灰 函 数 闻 Cg 也 在 gz 可 导 , 且 


Cg) 7 | 
(#283) = (fg)flg) — frilgd) filg) /ile,). 


证 明 :( 略 )。 
定理 5.4.6 设 w=f(gy) 在 gy 可 导 , 而 gy 二 9lg:) 在 g: 可 
导 , 则 泛 灰 复 合 函 数 w=f[g(g,)j 在 g; 可 导 , 且 
u’ =f'(gv)* Y (g:)。 
证 明 : 设 g: 有 增 量 ga: 时 ,gy 的 增 量 为 gar, 于 是 x 也 有 增 量 
gm， 由 假设 有 


m=/ (ew), 
亦 即 
gm/gov = f' (gv) + al(g) Clim elg) 一 So)， 
于 是 ,上 式 可 写 为 
Bu = f' (gr) * gov + alg) * gov, 
所 以 ， 





&e ,Eor Bi 
2 f' (gv) Ee 二 al(g) Be f (gv) * ¥ (g:) 


(ga: 一 go 时 ) 
以 上 定理 表明 , 泛 灰 函数 具有 与 实 函数 相同 的 求 导 法 则 ,这 为 
研究 泛 灰 函数 的 分 析 性 质 提供 了 极 大 的 方便 。 
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